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Mßie erste VeranlassDDg zu emer anhaltende- 
ren Beschäftigung mit der Statik und damit zur 
Abfassung der vorliegenden Schrift gah mir das 
Studium des zwar kleinen, aber gehaltreichen und 
eJegant geschriebenen Werkes Ton Poinsot über 
die Statik *). Ich Jernte daraus, wie die Bedln- 
gungsgleichungen für das Gleichgewicht znischeu 
Kräften, welche auf einen frei beweglichen fe- 
sten Körper wirken, einfacher j als auf irgend 
einem andern d.er bisher bekannten Wege, mit 
Hülfe der Theorie der von ihn) sogenannten cou- 
ples (Paare von einander gleichen und nach par- 
allelen aber entgegengesetzten Richtungen -wirken- 
den Kräften) entwickelt werden können; und die 
dem Ende des Werks beigefügte Abhundlung 
(Memoire sur Id composition' des tnomena et 
des aires)f worin die Theorie dieser Krüftepaare 
noch weiter verfolgt wird , und mehrere , zum 
Theil neue, Sätze, die Eigenschaften der Mo- 
mente von Kräften betreffend, aus dieser Theorie 
höchst einfach hergeleitet werden, nahm mein 
ganzes Interesse in Anspruch. 

Da ich nun bei fortgesetzter Beschäftigung mit 
diesen Gegenständen mehrere eigene Vntersuchnn- 
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j;eii anstellte und Ansichten gewann, nach denen, 
wie es mir schien , die einzelnen Lehren der Sta- 
tik theils vervollständigt, theils auf eine etwas 
systematischere Weise, als in d^i bisherigen Lehr- 
büchern, geordnet werden könnten, so fühlte ich 
mich bewogen, meine zum Theil schon in Grel- 
le' s mathematischem Journal bekai;int gemachten 
Untersuchungen im Zusammenhange zu veröffent- 
lichen und damit ein für sich bestehendes Lehr- 
buch der reinen Statik abzufassen, in welchem 
die Lehren dieser Wissenschaft möglichst voll- 
ständig und in systematischer Folge auseinander- 
gesetzt sind. 

Die Methode, deren ich mich in diesem Lehr- 
buche bedient habe, ist ausschliesslich weder die 
synthetische noch^ dje analytische. Doch habe ich 
in der Regel der erstem den Vorzug gegeben, 
wenn eine einfache geometrische Constrnction zur 
Führung eines Beweises oder zur Lösung einer 
Aufgabe hinreichend war, so wie. ich auch nicht 
selten die schon durch Analysis gefundenen Sätze 
durch geometrische Betrachtungen noch zu erläu- 
tern gesucht habe: beides aus dem Grunde, weil 
bei Untersuchungen, welche räumliche Gegen- 
stände betreffen, die geometrische Betrachtung eine 
Betrachtung der Sache an sich selbst und daher 
die natürlichste ist, während bei einer analyti- 
schen Behandlung, so elegant diese auch seyn 
mag, der Gegenstand sich hinter fremdartigen Zei- 
chen verbirgt und damit unserem Auge mehr oder 
weniger verloren geht. 

Ueberhaupt findet zwischen der Statik und der 
Geometrie ein sehr inniger Zusammenbang statt, 
indem nicht allein erstere Wissenschaft der Hülfe 
der letztem unumgänglich bedarf, sondern weil 
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auch uDig.tkeltrt9 gleichsam zam Lohne fftr die 
geleistete Hülfe, die Statik der Geometrie neue 
Sätze zu£ahrt> Sätze, die nicht selten wiederum 
zum Yortheile der Statik verwendet werden kön-, 
nen. Der Belege hierzu wird man nicht wenige 
in diesem Buche finden. Zuweilen haben Statik 
und Geometrie sogar einen gemeinschaftlichen 
Zweck und weichen nur in Hinsicht der zu dier 
sem Zwecke führenden Mittel von einander ab. 
Ein Beispiel hierzu ist die Untersuchung, in wie 
viel Punkten zwei oder mehrere Körper einander 
berühren müssen, wenn ihre gegenseitige Jiage 
unveränderlich seyn soll. Denn diese und älm- 
liehe Untersuchungen können eben sowohl mit 
Hülfe statischer Principien, als rein geometrisch 
angestellt werden. Möge .es daher dem Leser 
nicht unangenehm auffallen, wenn er hier in Fäl- 
len, wo eine Reihe geometrischer Sätze mir ent- 
weder an sich merkwürdig, oder wegen ihres Ein- 
flusses auf andere Unteirsuchungen» der Beachtung 
wertfa schien,, tqu dem Gebiete der Statik auf 
das der reinen Geometrie geführt wird. 

Das Werk zerfällt in zwei Theile, von denen 
der erste das Gleichgewicht an einem einzigen. 
Körper^ der zweite das Gleichgewicht an meh- 
rern mit einander verbundenen Körpern behandelt. 
Jedem der beiden Theile ist eine Anzeige des 
Inhalts vorangesetzt, woraus die Aufeinanderfolge 
der behandelten Gegenstände zur Genüge erkannt, 
werden kann. Es dürfte aber nicht überflüssig 
seyn, hier Einiges über ihren^ gegenseitigen Zu- 
sammenhang noch vorauszuschicken, wobei sich 
zugleich Gelegenheit zu einigen Bemerkungen fin- 
den wurd, für welche im Buche selbst kein pas- 
sender Ort war. 


VI V o r r t d e. 

Die ergteil Elemente habe ich eben so, ^ie 
P o ins öt, durch die schon erwähnte Theorie der 
Kräftepaare zu vereinfachen gesucht. Doch bin 
ich hierin einen Schritt weiter gegangen. Po in* 
sot nämlich trägt diese Theorie erst dann vor, 
nachdem er parallele Kräfte und auf einen Punkt 
wirkende Kräfte zusammenzusetzen gelehrt hat. 
Dagegen folgt hier die Theorie der Paare unmit- 
telbar auf die allgemeinsten Sätze vom Gleich- 
gewichte , und dann erst die Theorie von der Zn- 
sammensetzupg von Kräften, welche nicht Paare 
bilden. Denn nicht nur lässt sich die letztere 
Theorie, nachdem die erstere vorausgegangen, 
ungleich einfacher^ als ohnedem, entwickeln, son- 
dern es ist auch, wie man sich überzeugen wird, 
die erstere Theorie ganz unabhängig von ^er letz- 
tem darstellbar. 

Bereits in einem inOrelle's math, Journal ^) 
befindlichen Aufsatze habe ich gezeigt, wie die 
Theorie der Paare selbstständig entwickelt und 
aus ihr ohne weiteres die sechs Bedingungsgleichun- 
gen für das Gleichgewicht zwischen ^Iräften, die 
nach beliebigen Richtungen im Rautne auf einen 
frei beweglichen Körper wirken, hergeleitet wer- 
den können, woraus sich zuletzt die drei Bedin- 
gungsgleichungen fUr das Gleichgewicht zwischen 
Kräften in einer Ebene, als für einen speciellen 
Fall, ergeben. WiewoU nun die grosse Kürze 
dieses Wegs ihm zur Empfehlung gereichen möchte, 
so dürfte doch der unmittelbare Fortgang zu dem 
allgemeinsten Falle Manchem für das erste Stu- 
dium zu überraschend scheinen, und ich habe es 
daher im Gegenwärtigen vorgezogen, die auf die- 
selbe Weise behandelte Theorie des Gleichge- 
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-wichts m eiaer Ebene TonrnszoBdiickeii und da* 
durch dea Leser zum Yerstttndniss der ^Theorie 
deis Gleichgewichts im Räume vorzubereiteu. 

Die im 6ten Kapitel des ersten Theils folgende 
weitere Ausführung der Theorie der Momente 
beschäftigt sich mit der Beantwortung der zwei 
Fragen: erstens^ nach welchen Gesetzen das Mo- 
ment eines Systems tou Kräften im Räume, wel- 
che nicht im Gleichgewichte sind^ Ton einer Axe 
zur andern, auf welche das Moment bezogen wird, 
veränderlich ist; und zweitens, unter welchen Be- 
dingungen und auf welche Weise aus den Mo- 
menten des Systems ftkr eine Anzahl von Axen 
die Momente fflr noch andere Axen gefanden wer- 
den können. Die Untersuchungen, zu welchen 
die erste dieser Fragen veranlasst , sind — die 
Darstellung der Momente durch Kugelsehnen, den 
darauf gegründeten Beweis fiir das Parallelogramm 
der Kräfte und die Theorie der Nullebenen und 
Nullpunkte ausgenommen — schon von Poinsot 
und Andern geführt worden. Die zweite Frage 
habe ich in grösster Allgemeinheit zu beantworten, 
gesucht und Resultate erhalten ^ von denen bisher 
nur einige specielle Fälle bekannt waren. 

In den noch übrigen Kapiteln des ersten Theils 
wird angenommen, dass ein frei beweglicher Kör- 
per, auf welchen Kräfte wirken, auf irgend eine 
Weise aus seiner Lage verrückt wird, während 
die Kräfte auf ihre Angriffspunkte mit unverän- 
derlicher Stärke und parallel mit ihren anfängli- 
chen Richtungen zu wirken fortfahren, und es 
wird nun untersucht, wie durch diese Lageände- 
rung des Körpers die Wirkung der Kräfte ge- 
ändert wird. Der einfachste hierbei mögliche Fall 
ist der^ wenn die Kräfte parallele Richtungen ha* 


*) Neu bis anf die erst kürzlich von Minding nber denselben 
Gegenstand 9 jedoch auf eine von der meinigen ganz verschiedene 
Weise angestellten nnd mit znra Theil merkwürdigen Ergebnissen be- 
gleiteten Uotersochongen. Man findet dieselben in Grelle*s Journal 
14. Band S. 289, 15. Band » S. 27 und 313. — - Eine Uebersicht ^er 
von mir gefundenen nnd in gegenwärtiger i9cbrift dargelegten Resul- 
tate aiehe im 16. Bande S. 1. desselben Jounials. 


Yiii y o r r • d e« 

ben cmd auf eine einzelne Kraft zorückgefohrt 
werden könneif. Denn alsdann bleiben sie anch 
bei jeder Yerrückung des Körpers auf eine ein* 
zelne l^raft reducirbar, und diese Kraft trifft im- 
mer auf einen Punkt, welcher gegev die Angriffs- 
punkte der erstem Kräfte eine unveränderliche 
Lage hat und unter dem Namen des Mittelpunkts 
paralleler Kräfte bekannt ist. Aehnliche Unter- 
suchungen habe ich hier auch in Bezug auf Systeme 
nicht paralleler Kräfte angestellt und glaube, dass 
die gewonnenen Resultate nicht bloss ihrer Neu- 
heit willen '^)j sondern auch wegen ihrer ver- 
hältnissmässigen Einfachheit und weil sie zu viel- 
leicht noch fruchtreichern Forschungen über die- 
sen Gegenstand Veranlassung geben können, der 
Beachtung nicht unwerth sind. 

Genau mit diesen Untersuchungen hängt die 
Lehre von der Sicherheit des Gleichgewichts zu- 
sammen. Denn halten sich die Kräfte anfänglich 
das Gleichgewicht , so wird dasselbe bei einelr 
auch noch so geringen Lageänderung des Kör- 
pers im Allgemeinen aufgehoben, und jen^chdeju 
die Kräfte den Körper in die anfängliche Lage 
zurückzubringen oder noch weiter davon zu ent- 
fernen suchen^ wird das Gleichgewicht sicher oder 
unsicher genannt. Ich habe daher nicht ange- 
standen, auch die Lehre von der Sicherheit, so 
weit es ohne Einmischung der Dynamik gesche- 
hen konnte, hier vorzutragen und, unterstützt 
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durch die Torhergehaiden Ergebnisse, die Functioti 
zu eotwickelu, aus deren Vorzeichen erkannt wird, 
ob ein gegebenes Gleichgewicht sicher oder un- 
sicher ist Die Umständlichkeit, mit welcher ich 
diesen Gegenstand behandelt habe, dürfte dadurch, 
dass ungeachtet der elementaren Behandlung, de- 
ren er fähig ist, sich über ihn in den bisherigen 
Lehrbüchern der Statik nur weniges oder nichts 
Tor&det, hinlänglich gerechtfertigt werden. 

Zwischen dem Zusts^nde des Gleichgewidits 
in Bezug auf Sicherheit find den Eigenschaften 
des grössten oder kleinsten Werthes einer ver- 
änderlichen Grösse findet eine grosse Aehnlich- 
keit statt. Dies leitet auf die Termuthung, dass 
es eine. Function der die Kräfte und deren An* 
griffspunkte bestimmenden Grössen gebe, welche 
beim Gleichgewichte ein Maximum oder ein Mi* 
nimum ist. Die Entwickelung dieser Function, 
deren zweites Differential die Merkmale für die 
Sicherheit oder Unsicherheit abgiebt, ist in dem 
letzten Kapitel des ersten Theiles enthalten. Das 
erste Differential derselben Function muss zu Folge 
der Natur der Grössten und Kleinsten null seyn, wel- 
ches zu dem in diesem Kapitel gleichfalls behan- 
delten Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
führt. Die Herleitung einer noch andern Function, 
die beim Gleichgewichte ebenfalls ein Maximum 
oder ein Minimum ist, utid die für den Fall, dass 
die Kräfte durch unendlich kleine Linien ausge- 
drückt werden, bereits von Gauss aufgestellt 
worden, macht den Beschluss des ersten Theils. 

Im zweiten Theil^ wird das Gleichgewicht an 
mehrern mit einander verbundenen Körpern be- 
trachtet Hier suchte ich zuerst mit möglichster 
Schärfe und Allgemeinheit die Bedingungen eines 
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solchen Gleichgewichte za entwickeln. Ich glanbte 
in dieser Hinsicht etwas ausführlicher seyn za 
müssen^ da in den mir wenigstens^ bekannt ge- 
wordenen Lehrbüchern der Statik nur einzelne 
Beispiele vom Gleichgewichte an Verbundenen Kör- 
pern 5 oder höchstens eine Angabe der allgemei- 
nen Bedingungen für dasselbe, kein strenger Be- 
wei(^ dieser Bedingungen, anzutreffen sind. Ohne 
mich über den Gang, den ich dabei genommen, 
hier weiter zu verbreiten, bemerke ich nur, dass 
ich hierher auch das Gleichgewicht an einem ein- 
zigen an seiner Bewegung zum Theil g^inder- 
ten Körper gerechnet habe, indem ein solcher 
Körper als ein mit einem zweiten ganz unbeweg- 
lichen in Verbindung stehender betrachtet werden 
kann. — Auf das Gleichgewicht an mehrern mit 
einander Terbuudenen Körpern musste jetzt auch 
das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten aus— 
gedehnt werden, da es im Torigen nur für einen 
einzigen frei beweglichen Körper bewiesen wor- 
den^ war, und ich hoffe, dass der hier gegebene 
allgemeine Beweis dieses Princips sowohl hin- 
sichtlich seiner Einfachheit^ als seiner Strenge, 
befriedigen wird. 

Unter den mancherlei.Yerbindungsarten zweier 
oder mehrerer Körper verdienen diejenigen eine 
besondere Berücksichtigung, bei welchen die Körper 
in so vielen Punkten verbunden sind, dass, wenn 
auch jeder Körper an sich frei beweglich ist, doch 
keine gegenseitige Beweglichkeit statt findet, und 
dass folglich, wenn einer von ihnen unbeweglich 
gemacht wird, das ganze System unbeweglich 
wird. Die Bedingungen dieser CJnbeweglichkeit 
werden im 4ten Kapitel statisch bestimmt; es wer- 
den nämlich die Fälle untersucht, in welchen, was 
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aulsh für Kr&fte an den Körpern angebracht wer- 
den^ dpch keine Bedingungen fär's Gleichgewicht 
hervoi^ehen. 

Wenn aber auch die Lage von Körpern oder 
der Theile einer Pi'gut unveränderlich ist, so las- 
sen sich doch immer specielle Bedingungen für 
das Verhalten der Theile zu einander ausfindig 
machen, xmter denen die Unbeweglichkeit in eine 
imendiich kleine Beweglichkeit übergeht. Wie 
diese, Bedingungen statisch gdrunden werden kön- 
nen, und wie damit zugleich Maxima und Minima 
der ^Figur bestimmt werden , dies habe ich im 
5ten Kapitel gezeigt und die dazu angegebene 
Methode durch mehrere Beispiele erläutert Irre 
ich mich nicht, so ist diese Methode noch einer 
grossem Ausbildung fähig und wegen ihres Nu- 
tzens für die Geometrie dieser Ausbildung nicht 
imwetth. 

Die einfachste Art, auf welche mehrere Kör- 
per mit einander Terbimden seyn können, besteht 
ds^rin, dass keiner mit mehr als zwei der übrigen 
verbunden ist. Ein solches System wird im All- 
gemeinen eine Kette genannt, und, wenn die Kör- 
per unendlich klein sind, ein Faden. Die Lehre 
vom Gleichgewichte an Fäden wird im 6ten, 
7ten und 8ten Kapitel behandelt. Nachdem in 
dem 6ten die Theorie des Gleichgewichts an ei-- 
nem vollkommen biegsamen Faden auseinanderge* 
setzt worden, wird im 7ten auf die, wie es scheint, 
noch nicht beachtete vollkommene Analogie auf- 
merksam gemacht, die zwischen dem Gleichge- 
wichte an einem solchen Faden und der Bewe- 
gung eines materiellen Punktes statt findet, und 
wonach jedes Fadengleichgewicht als das 'Abbild 
der Bewegung eines Punktes, und umgekehrt, an- 
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gesehen werden kann^ nnd jedem Satze in der 
Theorie des einen ein Satz in der Theorie des 
andern entspricht. Insbesondere habe ich hier- 
nach das Princip der Flächen, das Princip der 
lebendigeji Kräfte und das Princip der kleinsten 
Wirkung, insofern diese Sätze die Bewegung nur 
eines Punktes bei reffen, aus der Dynamik n auf 
das Fadengleichgewicht übergetragen und damit 
drei entsprechende Sätze erhalten, tqu denen der 
dritte neu und merkwürdig zugleich seyn dürfte. 

In Betreff des 8ten und letzten Kapitels, welches 
das Gleichgewicht an elastischen Fäden untersucht, 
werde noch bemerkt, dass die der Natur der Sache 
sehr angemessene Eiutheilung elastischer Fäden in 
elastisch dehnbare, biegsame und drehbare aus einer 
im Journal de TScole polytechnique ^ Tome X. 
p. 418, befindlichen Abhandlung Ton Bin et über 
diesen Gegenstand entlehnt worden, und dass^ ob- 
schon zwischen dem Gleichgewichte an einem ela- 
stischen Faden und der Bewegung eines Punktes 
keine Analogie herrscht^ ea mir doch gelungen 
ist, in Bezug auf das Gleichgewicht an einem 
elastisch biegsamen Faden Sätze aufzufinden» wel- 
che dem zweiten und dritten der eben gedachten 
drei Sätze rücksichtlich des Gleichgewichts an ei- 
nem vollkommen biegsamen Faden und damit dem 
Princip der lebendigen Kräfte und dem Princip 
der kleinsten Wirkung entspvechen. 
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Inhalt des ersten Theiles. 

Gt&etze des Gleichgewichts zwischen Kräften^ wel- 
che auf eiDen einzigen festen Körper wirken. 


Erstes Kapitel. 
Allgemeine Sätze vom Gleichgewichte. 

* 

§.1. Begriäsbestimmong von Kraft,' Gteicbgewicht and Statik« — 
§• 2. Im Vorliegenden sollen die Bedingungen 'des Gleichgewichts nnr ' 
bei festen Körpern in Untersacbang gezogen werdet. -^. §• 3. Bei 
jeder Kraft kommt ihr Angriffspunkt, ihre Richtung und ihre Intensi- 
tät oder Stärke in Betracht. — ^$. 4. Grundsätze. — §• 5. Unmittel- 
bare Folgerungen aas denselben. — §. 6. Begriff gleich wirkender 
Systeme yon Kräften ; Eigenschaften derselben.. — §. 7. Begriff der 
Resultante eines Systems yon Kräften; Eigenschaften der Resul- 
tante. — §• 8. Die Statik lässt sich als die Wissenschaft der Bedin- 
gungen betrachten, unter yv eichen zwei Systeme yon Kräften gleiche 
Wirkung haben; hieraus fliessende Beziehung der Statik zur Dyna- 
mik. ' — §§. 9. 10. Von der «Resultante yon Kräften , die auf einen ^ 
und denselben Punkt wirken. — §i 11. Bestimmung des Verhältnisses 
zwischen den Intensitäten zweier Kräite. — §. 12. Wie Kräfte durdi 
Zahlen und Linien ausgedrückt werden können. — §.13. Bestimmung 
der Resultante yon Kräften , welche auf einen und denselben Ponkt 
nach Riebtungen wirken, die in eine und dieselbe Gerade fallen. — 
§. 14. Eine Kraft kann ohne Äenderung ihrer Wirknng auf jeden 
Punkt ihrer Richtung yerlegt Pferden. Bedingung des Gleichgewichts 
zwischen Kräften, die in einer und derselben Geraden wirken. 

Zweites Kapitel. 
Vom Gleichgewichte zwischen. Kräftepaaren in eine)r Ebeoe. 

§. 15. Gleichgewicht zwischen yier einander gleichen Kräften, de- 
ren Richtungen einen Rhombus bilden. — §. 16. Erklärung eines 
Kraftepaares, seiner Breite und seines Sinnes. — §. 17. Ein Paar 
kann in seiner Ebene, ohne Äenderung seiner Wirkung,' wohin man 
will, yerlegt yyerden. -«• §. 18. Mit einem Paare kann eine einfache 
Kraft nicht im Gleichgewichte, seyn. — §. 19. Zusammensetzung meh- 
rerer Paare in einer Ebene, die einander gleiche Kräfte, oder einan- 
der gleiche Breiten haben, zu einem einzigen Paare. — §§. 20. 21^ 
Zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn haben, und deren Kräfte 
sich umgekehrt, wie ihre Breiten, yerlialten, sind gleich wirkend. — 
f. 22. Zusammensetzung mehrerer beliebiger Paare in einer Ebene zu 
einem mit ihnen gleichwirkenden. — §• 23. Erklärung des Moments 
eines Paares. Zwei Paare in einer Ebene, welche einander gleiche 
Momente haben , sind gleichwirkend, und umgekehrt. Die Bedingung 
des Gleichgewichts zwischen zwei oder mehrern Paaren in einer Ebene. 

Anwendung der Theorie der Paare auf das Gleichgewicht 
zwischen drei Kräften in einer Ebene. §§• 24. -25. Bedin- 
gungen , nnter denen zwischen drei einander parallelen Kräften in 
einer Ebene Gleichgewicht statt findet« — §. 26. Zusammensetzung 
zweier parallelen Kräfte; Zerlegung einer Kran in zwei mit ihr paral- 
lele. — 9« 27. Zosammensetzang zweier nicht parallelen Kräfte in ei- 
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ner Ebene; das Paralleiognniim der KrSfte» — $• 98. Das Dreieck 

der Kräfte« 

Glel<rhg;ewicht zwischen vier Kräften in einer Bbene. 
6« 29. Darstellung der Bedingnnp;en dieses Gleichge^chts doroh zwei 
Vierecke, Ton denen das eine die 'Richtungen, das andere die Inten- 
sitäten der Kräfte bestimmt. 

Dritte« Kapitel. 

Vom Gleichgewichte zwischen Kräften in eiiier Ebene 

überhaupt. 

4* 30. Erklärnng des Moniaats einer Kraft in Beziehung anf ei- 
nen Pnnkt — §• 31. Erklärang des Moments eines Systems von Kräf- 
ten in Beziehung auf einen Punkt. Das Moment zweier Kräfte, wel- 
che ein Paar bilden, ist für alle Punkte der Ebene des^ Paares yon 
gleicher Grosse. — §.32. Ein System yon Kräften in einer Ebene 
ist entweder im Gleichgewichte, oder auf ein Paar, oder anf eine 
einfache Kraft cedacirbar. — §. 33. Die. Bedingungen, unter denen 
diese 3 Fälle einztiln statt finden, darch Relationen zwischen Momen- 
ten des Systems ausgedrückt. — f. 34. Anwendung hieryon auf das 
Parallelogramm der Kräfte. Wie mit der Bezeichnung eines Dreiecks 
durch drei an die Ecken gesetzte Buchstaben zugleich der positiye 
oder negatiye Werfh des Dreiecks ausgedrückt werden kann. — §.35. 
Ausdruck des Inhalts eines Dreiecks durch die Coordlnaten seiner 
Ecken, f— ^i. 36. Bestimmung einer in einer Ebene wirkenden Kraft 
durch die Coordlnaten irgend eines Punktes ihrer Richtung und durch 
die Projectionen der Kraft auf die zwei Coordinatenaxen. — §. 37. 
Analytisdier Ausdruck für das Moment eines Systems yon Kräften in 
einer Bbene, in Bezug anf einen beliebigen Punkt der Ebene. — 
§. 38. Die Bedingungsgleicbungen fiir das Gleichgewicht des Systems. 
— §• 39. Die Bedingungsgleichungen, wenn das System sich auf 
ein Paar pedncirt; Werth des Moments des resultirenden Paares« — 
§. 40. Im 'Allgemeinen reducirt sicL, das System anf eine einfache 
Kraft; Bestimmung der Grosse und Richtung dieser Kraft — §§. 41. 
42. Untersuchung der specieilen Fälle, wenn die Richtungen dbr Kräfte 
des Systems sich in einem Punkte sdineiden, und — §. 43. wenn sie 
einander parallel sind. 

Geometrische Folgerungen. §..44. Eigenschaften der 
Summe von Dreiecke «c« in einer Ebene, welche unyeränderliche Grund- 
linien und eine gemeinschaftliche aber yeränderliche Spitze haben'. — 
§. 45. Lehpsätze, die Flächen ebener Vielecke betreifend. — § 46. Geo- 
nretrisober Beweis des Satzes in §. 44. — §. 47. Folgeningen/ aus 
diesem Beweise für die Statik. Erlanterungefi statischer Satze durch 
Geometrie. — f §. 48. Aus den Momenten eines Systems yon Kräften 
in Bezug auf 3 Punkte der Ebene das Moment für irgend einen 4ten 
Punkt der Ebene und die Resultante des Systems zu finden. — §.49. 
Hieraus fliessende geometrische Relationen. 

Viertes Kapitel. 

Vom Gleichgewichte zwischen Kräftepaaren im Räume, 

§. 50. Ein Paar kann nicht nur in seiner Ebene, sondern auch 
in jeder damit parallelen Bbene, wohin man will, yerlegt werden. — 
§". 51. Znsammensetzung zweier I^aare, welche nicht in einer Ebene 
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oder in zwei parallelen Bbenep U^en, za einem dritten, — §. 52. 
Wenn drei eder mdirere Paare im Räume sich das Gleichgewicht hal* 
ten, und ihre Ebenen sich in einem Punkte schneiden, so ist die al- 
gebraische Summe der Pyramiden > weiche die durch die Paare be- 
stimmten Parallelogramme zu Grundflächen und irgend einen Punkt 
des Raumes zur gemeinschaftlichen Spitze haben, null. — §• 53. Die 
Zusammensetzung yoh Paaren im Räume lässt sich auf die Znsam- 
mensetzung einfMher Kriüfite zurückfahren,' die sich in einem Punkte 
treffen, auf den Bbenen der Paare normal stehen «nd d^n Bfomenten 
der Paare proportional sind. — i§. 54. Zusammensetzung yon Paaren 
im Räume durch Projection derselben .auf drei sich in einem Punkte 
schneidende Ebenen« — §. 55* Ein System Ton Kräften, welche durch 
die Seiten eines Polygons dargestellt werden, ist mit eincQi Paare 
gleichwirkend. Ein System Ton Paaren, welche durch die Flächen 
eines Polyeders dargestellt werden , ist im Gleichgewichte. Haupt- 
ebene eines Systems yon Paaren« Eigenschaften derselben. — §• 56« 
Die Bigenscheiien der Hauptebene rein geometrisch aasgedrückt« 

Fünftes Kapitel. :. . / 

Vom Gleichgewichte zwischen ' Kräften im 'Räume überhappt. 

$• 57. Zwei Kräfte^ deren Ri<^tungen nicht in einer Ebe^ie lie- 
gen , sind nicht anf eine einzige Kraft redncirb^r. Ein System von 
Kräften im Räume .ist entweder im Gleichgewichte, oder läsfftsich 
auf ein Paar, oder anf eine einzelne)^ oder auf zwei nicht in mer 
Ebene enthaltene Kräfte zurückbringen. — $.58« Beim Glttcbgewißhte 
zwischen Kräften im Räume ist die algebr. Summe, der Pyramiden, 
welche irgend eine Gerade zur gemeinschaftlichen Kant» .and , die 
Kräfte zu gegenüberliegenden Kanten haben , noll. — ^.^ l^. - Bf kla- 
mng des Moments einer Kraft und des Moments «eines Systems von 
Kräten in Bezng auf eine Axe. Ist das System im Gldchgewichte, 
so ist sein Moment in Bezug auf jede Axe null« — §• 60« Beweis des 
umgekehrten Satzes. -^ §. 61. Aus den Sätzen der zwei vorigen §^. 
lassen sich rückwärts die entsprechenden Sätze für Systeme von Kräf- 
ten in einer Ebene und in einer geraden Linie herleiten. — §. 62« 
Analytische Bestimmung einer Kraft im. Räume durch ihre Projectio- 
nen auf drei coordinirte Axen und durch die Coordinaten eine« Punk- 
tes ihz er Richtung. — - §.63. Lehnsätze, den Inhalt einer Pyramide und 
dessen Yorzeichen betreffend. — $• 64. Den Inhalt einer Pyramide 
durch .die Coordinaten ihrer Ecken auszudrücken. — §. 6d« Analyti- 
scher Ausdruck des Moments eines Systems von Kräften im Räume. — 
6. 66. Durch Nullsetzung dieses Ausdrucks ergeben sich unmittelbar 
me Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht des Systems. — 
§. 67. Andere Herleitung dieser Gleichungen« Bedingungsgleicbongen 
des Gldichgewichts , wenn die Richtungen der Kräfte sich in einem 
Punkte begegnen. — §• 68. Ist ein System von Kräften im Räume 
im Gleichgewichte, so ist es anch die Projection des Systems auf eine 
beliebig gelegte 'Ebene oder gerade Linie. — $. 69. Analytische Be- 
stimmung der zwei Kräfte, auf wdche sich ein System von Kräften 
im Ratme im Allgemeinen rednciren lässt. Merkwürdige Beziehungen 
zwischen den Richtungen der beiden Kräfte. — §. 70. Uotersuchnng 
des Falls, wenn die zwei Kräfte ein Paar bilden. - §§. 71. 72« Ent- 
vrickelung der Bedingungsgleichnng , bei welcher das System auf eine 
einzige Kraft redndrbar ist« MerkvirT jrdiger von C h a s 1 e ■ entdeckter Satz. 


XVI labalt dei enten Theil«. 

Vom Gleichgewichte zwischen paralleles Kräften^ 
im Ratime. §.73. Ein System paralleler Kräfte redndrt sich. ent- 
weder auf eine einfache Kraft, oder anf ein Paar, oder ist im Gleleh- 
gewichte. Analytische Betrachtung dieser Fälle. 

Sechstes KapiteL ' 

Weitere AusfiibruDg der Theorie der Momente« 

§• 74« Gegenstand der folgenden Cntersnchnngen. 

Relationen zwischen Momenten^ deren Axen sich in 
einem Punkte schneiden. §. 75. Jedes dieser Momente ist dem 
Sinns des Winkels proportional, der von der Axe mit einer dem Punkte 
zugehörigen Ebene gebildet wird; oder, was dasselbe ist: — §. 76. 
Durch jeden Punkt lasst sich eine Kngelflaöhe beschreiben, so« dass 
das Moment jeder durch den Punkt gehenden Axe dem von dieser 
Kugelfläche abgeschnittenen Theile der Axe proportional ist« — §. 77. 
Begriff der Linie des grÖssten Moments. — 4. 78. Eigenschaft die- 
ser Linie. — §. 79. Hieraus folgende Zusammensetzang von Kugeln 
und Kreisen, analog der Zusammensetzung von Kräften« — §. 80. 
Neuer darauf gegründeter Beweis für das Parallelogramm der Kräfte« 

Von den Axern der grössten Momente. §. 81. Vorläufige 
Betrachtungen. — §. 82. Bntwickelung der Gesetze, nach welchen 
die Linie des grössten Moments Yon einem Punkte des Raumes zum 
andern Teränderlich ist. Hanptünie eines Systems. — §. 83. Die Glei- 
chungen für die Hauptlinie und den Werth des kleinsten unter den 
grössten IV^omenten zu finden. 

Von den Axen, deren Momente null sind. $• 84. Alle 
durch «inen Punkt gehende Axen, fiir welche das Moment des Sy- 
stems null ist, liegen in einer Ebene: Nullebene des Punktes; und 
alle in einer Ebene liegende Axen, für welche das Moment null ist, 
schneiden sich in einem Punkte : Nullpunkt der Ebene. Folgerung dieses 
Satzes aas §• 82. — §. 85. Einfacherer Beweis dieses Satzes^ nachdem 
Torher durch elementare Betrachtungen gezeigt worden, dass inBe*zag auf 
ein System von Kräften jedem Punkte eine durCh ihn gehende Ebene und 
jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt entspricht etc. — §§. 86. 87. 
Weitere Entwickelang der Gesetze dieser Reclprocität zwisdien .Punk- 
ten und Ebenen. — §.88^ Anwendung der vorhergehenden Theorie 
auf um und in einander beschriebene Polyeder. Ein und dasselbe Po- 
lyeder kann zaglieich um und in ein anderes beschrieben seyn. 

Relationen zwischen Momenten, deren Axen belie- 
bige Richtungen haben. §. 89. Aus den Momenten für drei 
Axen , welche sich in eine» Punkte schneiden , das Moment fiir jede 
vierte denselfcfen Punkt treffende Axe zu finden. Lösung dieser Auf- 
gäbe darch Constraction. — §. 90. Lösung durch Rechnung far den. 
Fall, wenn die dtei Axen, für welche die Momente gegdben sind, 
rechte Winkel mit einander machen. — §§. 91. 92. Gleichung zwi^ 
sehen den yier Momenten für beliebige Winkel zwischen den Axen 
derselben. — §. 93. Gleichung zwischen den Momenten eines Systems, 
die sich anf beliebige Axen beziehen; nur müssen die Axen eine sol- 
che Lage gegen einander haben, dasa sich Kräfte angeben lassen, 
welche, nach den Richtungen der Axen wirkend, sich das Gleichge- 
wicht halten. — §• 94. Beispiele. — §• 95. Verhalten zwischen den 
Momenten für Axen, die in einer Ebene liegen, und für Axen, die 
einander parallel sind. — $• 96« Verschiedene Methoden» aus den 
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Momenten drder In einer Ebene liegenden Axen das Moment fiirjede 
▼leite Axe der Ebene zu finden. — §. 97k Je nadidem sich fdr die 
Richtongen gegebener Axen Kräfte, die im Gleichgewichte mit einan- 
der sind, angeben lassen oder nicht, findet aach zwischen den Mo- 
menten eines Systems in Bezng auf diese *Axen Abhängigkeit oder 
keine statt. Gesetz, dieser Abhängigkeit. -^ §« 98. Entwickeimig der 
Aufgaben: za 3, 4, 5 gegebenen Riditongen resp. eine 4te, 5te, 6te 
za finden, welche resp. i, 2, 3 andere gegebene Gerade schnddet, 
dergestalt^ dass sich Kräfte angeben lassen, welche ^ nach diesen 4, 
5, 6 Dichtungen wirkend, sich das Gleichgewicht halten. Za 7 ge- 
gebenen Bichtnngen lisssen sich im AUgemeinen immer sicli das Gleich- 
gewicht haltende Kräfte finden. ^ §. 99. Bemerkungen zu diesen 
Aufgaben. Von ^ier sich das Gleichgewicht haltenden Kräften müssen 
die Richtungeii^ wenn sie niobt in einer Ebene enthalten sind^ einid 
byperboloidische Lage gegen einander haben. — §. 100. Ans dem 
Vorigen fiiessende Bedingungen fdr die gegenseitige Lage TOn 2, 3, 4, 
5, 6 Axen> wenn zwischen dett auf sie bezogenen Momenten eines 
Systems eine Relation statt finden soll. — §. 101. Znsätze. Ein Sy- 
stem ist im Gleichgewichte, wenn seine Momente in Bezug aaf sechs 
▼on einander unabhängige Axen einzeln nnll sind. — §§. 102. 103. 
Noch ein anderes Verfahren, die Bedingungen fdr die gegenseitige 
Lage der Richtungen von 4, 5 oder 6 sich das Gleichgewicht halten 
sollenden Kräften und die Verhältnisse zwischen diesen Kräften zu 
finden. Erläuterung dieses Verfahrens an einem Systeme Ton 4 Kräften. 

Siebentes Kapitel. 
Von den Mittelpunkten der Kräfte* 

§• 104. Allgemeiner Begriff des Mittelpunkts von Kräften. 
L Von dem Mittelpunkte paralleler Kräfte. §• 105« Jedes 
System paralleler Kräfte, welche eine einfache Resultante haben, hat 
einen Mittelpunkt. Bestimmung desselben durch Construction. — 
§. 106. Lage des Mittelpunktes von 2, 3, 4 parallelen Kräften gegen 
die Angrifiisfiunkte derselben. — §. 107. Betrachtung der Fälle, wenn 
das System ein Paar zur Resultante hat , oder im Gleichgewichte ist. 
— §. 108. Analytische Bestimmung des Mittelpunkts. — §. 109. Fol- 
gerungen. , 

Vom Schwerpunkte. §. 110. Erklärung tou Schwerpunkt, 
Schwerkraft, Gewicht, Masse ^ Diditigkeit^ — §. 111. Allgemeine 
Ausdrücke für die Coordinaten des Schwerpunkts eines Körpers, ei- 
ner Fläche und einer Linie. — §. 112. Elementare Bestimmang des 
Schwerpunkts einer geraden Linie^ eines Parallelogramms^ eines Paral- 
lelepipedums , eines Dreiecks, dncs dreiseitigen Prisma und dner 
dreiseitigen Pyramide mit Hülfe des Archimedischen Grundsatzes, dass 
ähnliche Figuren ähnlich liegende Schwerpunkte haben. — §. 113. 
Bestimmnng des Schwerpunkts eines ebenen Vierecks ^ merkwürdige 
Eigenschaften desselben« 

IL Von dem Mittelpunkte nicht paralleler ;in einer 
Ebene wirkender Kräfte. §. 114. Es wird hierbei vorausge- 
setzt ^ dass bei der Verruckung des Korpers die Ebene der Kräfte nur 
in sich selbst gedreht oder verschoben wird. — §. 115, Jedes System 
von Kr^en in einer Ebene, welches auf eine Kraft redacirbar ist, 
hat einen Mittelpunkt. Bestimmung desselben durch Construction. — 
§§. 116. 117. Die Ordnung, in welcher man bei dieser Construction 
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die Kfaite qucIi nnd aach in Betracht zieht, ist willkohrUcb; bieraiu 
eBtipringeiide geometriache Sätze^ an ein Viereck beschriebene Kreise 
betreffend. — - ff. 118. 119. Verallgemeinerang dieser Satze dorch 
Betrachtung eines Systems von Ponkten nnd eines Systems ibaenent* 
sprechender Kreise. — §§. 120. 121. Noch eine Methode, den Mittel- 
punkt dorch Gonstroction zn finden; nene daraus abgeleitete geonae- 
trische Sätze. — §f . 122 — 1115» Analytische Bestimmung der Art, auf 
welche sich die Wirkung eines in einer Ebene enthaltenen Systems 
von Kräften ändert, wenn die Ebene in sich selbst gedreht wird. 
Werthe der Coordinaten des Mittelpunkts. 

Achtes Kapitel* 
Von den Axen des Gleichgewichts. 

§. 126. Zweck der nächstü^enden UnteFsncbong^. -^ f * 127. 
Die Bedingnngsgleichongen, bei <i^en zwischen Krätten, die, auf ei- 
nen Körper na<^ beliebigen Richtungen wirkend, sich das Gleichge- 
wicht halten, auch dann noch Gleicligewicht besteht, wenn die Lage 
des Körpers geändert wird> und die Kräfte auf die anfänglichen An- 
grüfspankte parallel mit ihren anfänglichen Richtungen zu wirken 
fortfahren. -. ff. 128. 129. Geometrische Bedeutung der eingeführten 
Hülfsgrössen. — §§. 130. 131. Entwickelung des Begriffs einer Axe 
des Gleichgewichts, als einer Axe Yon der Eigenschaft, dass> wenn 
der Körper um sie gedreht wird, das anlängliche Gleichgewicht fort- 
dauert. Bedingungsgleichung ^ bei welcher einem Systeme von Krä^ 
ten eine Gleicbgewichtsaxe zakömmt — $• 132. Einfacher Ausdruck 
der Bedingungen, unter welchen ein System eine Gleicbgewichtsaxe 
Ton gegebener Richtung hat. — §. 133. €reometrischer Beweis dieser 
Bedingungen« — f. 134. Giebt es bei einem Systeme zwei Gleichge- 
wichtsaxen, so sind es auch alle diejenigen Axen, welche mit erstens 
beiden einer und derselben Ebene parallel laufen. Ist ein Körper in vier 
verschiedenen Lagen im Gleichgewichte, so ist er es im Allgemeinen 
auch in jeder tnnften* 

§• 135. Wie zu einem Systeme Ton Kräften, das im Gleichge- 
wichte ist, aber keine Axe des Gleichgewichts besitzt,, zwei neue das 
Gleichgewicht nicht störende Kräfte immer hinzugefügt werden kön- 
nen, so dass das System eine Gleicbgewichtsaxe yon gegebener Rich- 
tung erhält. — f. 136. Zusätze und geometrische Erläuterungen. 

§. 137. Wie zu einem Systeme von Kräften, welche nicht im 
Gleichgewichte sind, zwei Kräfte hinzogefogt werden können, dass 
ein auch bei der Drehung um eine gegebene Axe fortdauerndes Gleich- 
gewicht entsteht. — f. 138. Statt die Axe als gegeben anzunehmen, 
kann man die Bedingung hinzusetzen, dass die Angriffspunkte der zwei 
hinzuzufügenden Kräfte in der Axe liegen sollen. Eine also bestimmte 
Axe heisse eine Hauptaxe der Drehung. Eigenschaft derselben. — 
§. 139. Jed$s System yon Kräften, das weder im Gleichgewichte, 
noch auf ein Paar redndrbar ist, hat im Allgemeinen entweder zwei 
Hanptaxen der Drehunp;, oder keine. — ^§. 140. 141. Bestimmung 
der zwei Hanptaxen bei einem nur aas zwei Kräften bestehenden Sy- 
steme.^ — ^; 142. Hiemach können auch von dra oder mehrem Kräf- 
ten, die mit einer Ebene parallel sind, die zwei Hanptaxen gründen 
weiden. Bs wird hieraus gdfolgert^ dass wenn von Kräften, die derselben 
Ebene parallel siiid , jede nach denselben zwei mit der Ebene paralle- 
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teil mobtangeii zerlegt wird^ die a^wei Mittelpaiikte der «jit der einea 
Qod mit der andern Richtimg parallelen Kräfte ioinier in derselben 
Geraden liegen j wie aoeh die zw^i Richtongen aagenommen werden* 

— f« 143. Beweis dieses 8atzes für ICrafte, welohe ia einer Ebene 
enthalten sind, olme Anwendung der Theorie der Hanptaxen. -^ 
). 144. Aasdehnnng des Satzes anf Kräl(e» die nach beliebijgen Ridi* 
tungen im Ranme wirken. — f. 145. Hjerans entstehen die Begriffe 
von Centrallinie und Centralebene eines Systems; — §. 146. Central- 
linie der Cenüralebene, Centralpnnkt der Centrallinie. — 6. 147. Be- 
ziehungen^ die bei einem Systeme toq Kräften in einer Ebeofr zwi- 
schen der Centrallinie, dem Centralpankte and den beiden Hsuptaxen 
statt finden. -^ §. 148. Analoge Beziehungen bei einem Systen^e Ton 
Kräften im Ranme. <— §$. 149. 150. Merkwürdige Beziehangen in 
dem speoiellen Falle , wenn das System im Raome sich auf eine ein- 
zige Kraft rednciren lässt. Bin solches System hat stetl ^wei Haopt- 
axen* Ea^ giebt nämlich in der Richtang seiner Resnltantß zwei Punkte 
und zwei durch sie gehende Axen ypn der Eigenschaft^ daM das durch 
Befestigung des einen oder andwj^ Punktes entstehende Gleichgewicht 
bei Drehung des Körpers um die. dem Punkte zugehörige Azo fortdauert« 

§. 161. Ist ein System nicht anders , als auf zwei Kräfte redncir^ 
bar, so kann für jede Richtung eine ihr parallele Axe gefunden wer* 
den, von der Beschaffenheit, dass durch Befestigung derselben Gleich'* 
gewicht entsteht und bei Drehung des Körpers um dieselbe fortdauert. 

— $• 152. Zusätzet 

§§. 163. 164. UntersBchung der Bedingungen > unter welchen el- 
nem Systeme^ das mit einem Paare gleiche Wirkung hat, Hauptazen 
der Dsehuiig zukommen«; 

Neuntes Kapitel. 

Von der Sicherheit des Gleicbg^ewichtv. 

i* 1&5. Begriff der Sicherheit und Unsicherheit des Gleichge- 
wichts. --- §§. 156. 167. Das Gleichgewicht zwischen nur zwei Kräf- 
ten ist sicher oder ansicher, jenachdem di» Kräfte ihre Angrifisponkte 
Yoa einander zu entfernen oder einander zu nähern streben. Dauern- 
des Gleichgewicht. — ^« 1^* 1^9* Bestimmung der Merkmale, bm 
welchen das Gleichgewicht zwischen parallelen Kräften sicher, dauernd, 
oder unsicher ist. — * M. 160. 16A< Dieselbe Untersuchung für das 
Gleichgewicht zwischen Kräften in einer Ebene und in Bezug anf 
eine solche Yerrückung des Köri>erst bei welcher die Ebene sich 
parallel bleibt 

§. 162. Dem Gleichgewichte einea und desselben Systems kann 
nach der Yerscbiedenheit der- Yerrückung des Körpers Sicherheit und 
Unsicherheit zugleich zukommen. — §. 163. Analytische Bestimmung 
der Beschaffenheit ^e» Gleichgewichts zwischen Kräften» die auf einen 
Körper nach beliebigen Richtungen im Räume' wirken, bei Drehung 
des Körpers um eine ihrer Richtung nach gegebene Axe. — f. 164. 
Durch Construction geführter Beweis, dass das Gleichgewicht Ton ei- 
nerlei Beschaffenheit mit dem Gleichgewichte der auf eine die Dre- 
hungaaxe normal sdmmdende Ebene projicirten Kräfte ist* — §• 166. 
Yom neutralen Gleichgewichte. — 9$. 166. 167. Entwickelung der 
Bedingungen, unter wdchen das Gleichgewicht (ür alle Axen Ton 
einerlei Beschaffenheit ist — $. lOS. Nodi einige bemerkenswerthe 
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Relationen zwischen den hierbei eingeführten Bulfsg^ossen. — §.lfl9. 
Im s|llgemeinen Falle werden von allen darch einen Pnnkt gehenden 
Axen die des sichern Gleichgewichts von denen des nnrichern durch 
^ine Kegelfläche des zweiten Grades abgesondert; fdr diejenigen Axen, 
welche die Kegelfläche selbst bilden, ist das Gleichgewicht neutral. — 
§§. 170. 171. Untersnchnng der Sicherheit des Gleichgewichts j wenn 
das System der Krafle Axen des Gleichgewichts hat. 

Zehntes Kapitel. 

Ton den Afaximis und Minimis beim Gleichgewichte. 

; §, 172. Analogie zwischen der Sicherheit nnd Unsicherheit ^das 
Gleidigewichts nnd der Natur der grössten nnd kleinsten Werthe einer 
Teranderlichen Grosse. — §. 173. Für ein System Ton zwei Kräften 
wird- eine Function der' Goordinaten der Angriflspnnkte der Kräfte 
entwickelt, weldie beim Gleichgewichte des Systems ein Maximum 
oder Minimum ist, und zwar ersteres beim siebem, letzteres beim 
unsiehern Gleichgewichte. — §. 174. Bntwickehmg der analogen 
Functionen für ein System to|i mehrem Kräften in einer Ebene nnd — ^. 
§§. 175. 176. fdr ein System von Kräften im Räume überhaupt. 

DasPrincip der TirtuellenGeschwindigkelten. $.177. 
Folge dieses Princips aus der Function, welche beim Gleichgewichte 
ein Maximum oder ein Minimum ist. — §. 178. ^Elementarer Beweis 
des Prindps. — §• 179. Beweis des umgekehrten Satzes, dass, wenn 
die Gleichung zwischen den virtuellen Geschwindigkeiten bei j^der Y er- 
rückung des Körpers erfüllt wird, Gleichgewicht herrscht. — §. 180; 
Mit Hülfe des Princips der virtuellen Gesell windigkeiten können alle 
Aufgaben der Statik in Rechnung gesetzt nnd gelöst werden. Kurze 
Andeutung des hierbei von Lagrange beobachteten Verfahrens. — 
§• 181. Erläuterung dieses Yerfabrens durch Entwickelung der Bedin- 
gungen für das Gleichgewicht eines «nzigen frei beweglichen Kor- 
pers. -^ §. 182. Es wird hieraus umgekehrt die Function in $. 163. 
abgeleitet, welche durch ihren positiven oder negativen Werth zu er- 
kennen giebt, ob das Gleichgewicht in Bezog auf eine gegebene 
Axendrehung sicher oder unsicher ist. — §. 183. Aus den Formeln 
in §• 181. hergeleitete Theorie der Zusammensetzung unendlich klei- 
ner Drehungen. Diese Zusammensetzung geschieht ganz auf dieselbe 
Weise, auf welche Kräfte zu einer Resultante mit einander verbunden 
werden. Analogie zwischen Kräften nnd Drehungen in Bezug auf 
Paare und Momente. 

Das Princip der kleinsten Quadrate. §. 184. Wird zu 
dem beweglichen Systeme der Angriflispunkte von Kräften ein zweites 
System von eben .so viel unbeweglichen Punkten hinzugefügt, so dass 
die Entfernungen der letztern von den erstem ihrer Richtung und 
Grösse nach die Kräfte ausdrücken, so ist die Summe der Quadrate 
dieser Entfernungen beim Gleichgewichte ein Maximum oder Minimum. 
Der umgekehrte Satz. --- §. 185. Sind die gedachten Entfernungen 
unendlich klein, so ist die Summe ihrer Quadrate stets ein Minimum. 
— - §. 186. Diese Summe wächst bei einer unendtich kleinen Yer- 
rückung des beweglichen Systems um die Summe der Quadrate der 
beschriebenen Wege. — $. 187. Anwendung hiervon auf die ein&ch- 
■ten. Fälle. 
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Erstes Kapitel. 

Allgemeine Sätze vom Gleichgewichte. 

JCiin nihender Körper kann nieht von selbst sieb zu 
bewegen anfangen« Die Ursaehe der Bewegung eines 
Torher rafaendeii Körpers muss daher eine äussere i^ejn. 
Diese äussere Ursaebe der Bewegung nennt man Kraft. 

Nieht Immer wird durch die Wirkungen von Kräf- 
ten auf eineü oder mehrere in Verbindung mit einander 
stehende Körper Bewegung erzeugt Es kann auch 
geschehen 9 dass die , Wirkungen der Kräfte sich ge« 
genseitig aufheben. Dieser Zustand derRuh^, welcher 
ungeachtet mehrfacher Veranlassung zur Bewegung^ statt 
findet, heisst Oleiefagewioht^ und die Wissenschaft 
der BecBngungen, unter welchen die auf einen , oder 
mehrere mit einander rerbuiidene, Körper wirkenden 
Kräfte im Gleichgewichte sind, wird die Statik genannt. 

#.2. 

* 

Im Vorliegenden werden wir die Bedingimgen des 
Gleichgewichts nur bei festen Körpern, d.h. bei denen 
in UntersuehuBg ziehen, bei welchen die gegenseitigen 
Entfernungen ihrer Theilchen Äireh keine Kraft geän- 


/ 
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dert werden können. Allerdings ist dieser Begriff von 
Festigkeit nur ideal, indem es keinen Korper in der 
Natur giebt, dessen Gestalt durch die Einwirkung yon 
Kräften nicht in etwas, sei es auch noch so nnmerkliofa, 
geändert würde. Die Resultate, zu denen wir unt^ der 
Annahme solch' einer idealen Festigkeit durch die Theorie 
gelangen, werden daher durch keine Gr&hrung voll- 
kommen bestätiget werden. Indessen wird von diesen 
Resultaten die Erfahrung um so weniger abweichen ,' je 
weniger die dabei angewendeten Körper Ton jener idealen 
Festigkeit sich entfernen. 

Uebrigens werden wir in diesem ersten Theile der 
Statik das Gleichgewicht nur an einem einsägen, mit 
keinem andern in Berührung stehenden und somit frei 
heweglichen, festen Körper betrachten. Ein solcher 
ist daher in dem Nächstfolgenden, auch wenn er nicht 
besonders erwähnt wird, stets als vorausgesetzt an- 
zunehmen. 

Derjenige Punkt eines Körpers, den eine auf den 
Körper "«^kende Kraft zunächst in Bewegung zu setzen 
strebt, heisst der Angriffspunkt der Kraft. Die 
Richtung aber, nach welcher sich dieser Punkt, wäre 
er ohne Verbindung mit dem Körper, durch die Kraft 
getrieben, bewegen würde, nennt man die Richtung 
der Kraft 

Ausser dem Angriffspunkte und dar Richtung ist bei 
jeder Kraft noch ihre Intensität oder Stärke za 
berücksichtigen, eme Grösse, deren Begriff* hier noch 
nicht näher bestimmt werden kann, sondern erst im 
weitern Fortgange dieses Kapitels durch die Principien 
des Gleichgewichts selbst seine Bestimmung erhalten wird. 


/ 
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f. 4. 

L Gi^undaatz. An einem frei beweglichen 
Ponkte, auf welchen eine Kraft wirkt, kann 
immer e^ne zweite, der erstem das Crleich- 
gewicht haltende, Kraft angebracht werden, 
und diese zweite muss, wenn Gleichgewicht 
statt finden soll, eine der erstem entgegen- 
gesetste.Richtung haben« 

Nicht je zwei auf einen frei beweglichen Punkt 
nach entgegengesetzten Richtungen wirll:ende Kr&fte 
halten einander das Gleichgewicht Geschieht dieses 
aber, so sollen die Kräfte ihrer Intensität nach 
einander gleioh, oder schlechthin einander gleich 
genannt werden. 

Wenn von drei Kräften die erste ond äiweite, an 
einem Punkte nach entgegengesetzten Richtungen ange- 
bracht, mit einander im Gleichgewichte sind, und wenn 
dasselbe auch von der zweiten und dritten gilt, so gilt 
es auch von der ersten und dritten; oder kürzers 

n. Grundsatz. Zwei Kräfte, deren jede 
einer dritten gleich ist, sind einander selbst 
gleich. 

ni. Grundsatz« Ist Ton zwei oder mehrern 
auf einen Körper wirkenden Systemen tou 
Kräften jedes fär sich im Gleichgewichte, so 
sind es auch die Kräfte aller Systeme in Ver- 
einigung. 

IV. Grundsatz« Wenn zwischen mehrern 
auf einen Körper wirkenden Kräften Gleichi- 
gewioht statt findet, und eine Anzahl dersel- 
ben für sieh im Gleichgewicht ist, so herrscht 
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aut)h zwischen den übrigeü, für sich genom- 
men, Gleichgewicht 


f. 5- 

F ol g e r u n g e n. a. Hält eine Kraft p einem Systeme 
iS» zweier oder mehrerer Kräfte das Gleichgewicht , so 
ist auch jede andere der p gleiche Kraft q^ wenn sie 
an dem Angriffspunkte A von p und nach der Riehtang 
von p angebracht wird^ mit iSim Gleichgewichte. Denn 
sei r eine zweite der p , also auch (II.) der q^ gleiche 
Kraft. Man bringe ^ in ^ nach der Richtung von p^ 
und r ebendaselbst nach der entgegengesetzten Richr 
tuDg, an. Alsdann ist q mit r im Gleichgewicht^ mid 
es wird folglich das Gleichgewicht zwischen p und S 
dadurch nicht gestört. (III.,). Bei dem nunmehrigen 
Systeme Ton p^ fy ^^ S siud aber aueh p und r im 
Gleichgewichte; folglich muss auch zwischen y Und S 
Gleichgewicht statt finden« (IV.). 

6. Halten sich mehrere Kräfte /i^ y, r, ..» das 
Gleichgewicht, so besteht dasselbe auch zwischen Kräf- 
ten p^y ^y ^9«* «9 die den ersteren resp. gleich sind 
und auf die Angriffspunkte der erstem nach entgegen- 
gesetzten Richtungen wirken. Denn lässt man p% ^^ 
^9 ... mit py y, r, ... zugleich wirken, so ist p^ mit p^ 
/ mit qy u. s. w. besonders im Gleichgewichte; folglieh 
smd es auch /?, 7, r, ... vxA p\ $^, r^, ••• in Vereini- 
gung (in.). Weil aber./9, g^ r ,,..&« sich im Gleieh*» 
gewichte sind, so herrscht dasselbe aueh sEwisohen 
p\ /, r^,... (IV.) 

In dem System von p% /, r^,.«. kann nach a. for 
p' die ihr gleiche Kraft p nadi der lUehtnng von p\ 
und jBben so q fiir / nach der Riehtung von q^^ u, a. w. 


\ 
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g Wi^t werden. Biemach Utest sidi der voranstehende 
Sat» auch also ausdrüden: 

D0$ Oleichg^wiek^ %wüohen mehrem Er&f$en 
fffird mekt uMerbroehen^ wenn man jede JSrmft an 
iArem jtfigrifiS^wnJkte nach einer j ihrer anfängliehen 
en^gegengeeetxieny Bidhtung anbringt. 

Cm Besmclme P ein System von Ktöften, nnd P 
ein zweites, in welchem die AngriflBspnnkte nnd IntMin- 
taten der Kräfte dieselben wie im ersten^^ die Riehtmi- 
gen aber die entgegengesetzten sind« In der derselben 
gegenseitigen Beziehung stehen die Systeme Q und ^, 
S und Sr. Ist nnn 1) P mit $ und 2) P mit S im 
Gleiohgewicbte, so ist es aueh Q^ miiS. Denn wegen 
i) ist nacli b. P mit Q^ im Gleichgewichte, folglich sind 
wegen 2) nach III. P^ Q^^ P^ S ^Eusammen im Gleich- , 
gewichte.. E0 sind aber die Systeme P und jP für sich 
im Oleichgewichte, weil sie zusammen aus Paaren von 
einander gleichen Kräften bestehen, die auf einerlei 
Punkt einander entgegen wirken« Mithin müssen nach 
lY. audi Q^ und S sich das Gleichgewicht halten. 

Da endlidi nach o. statt Q^ die Krl^e des Systems 
Q selbst, nacb entgegengesetzten Richtungen genom- 
men, gesetzt werden können, so lässt sich der eben 
erwiesene Satz folgendergestalt aussprechen : Wenn 
TOA ^wei Syfiteioen ron Kräften (Q nnd S) jedes mit 
einem dritten (P) im Gleichgewiciit ist, so sind sie es 
auch unter «ich, nadidem die Kräfte des einen {Q) 
an ihren Angriffspiuikten naeh entgegengesetzten Rich- 
tungen angekrallt forden* 

f. 6. 

Zwei auf einen Körper wirkende Systeme von Kräf- 
ten nenne man gleich wirkend, wenn das eine, nach- 
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dem die Richtnngeii semer Kräfte in die entgegenge- 
setzteü Tervandelt worden, dem andern das Gleiohge- 
wicht hält« So sind, mit Anwendung der Torig^i Be- 
zeichnung, die Systeme P' und ^, oder iP und S^ so 
wie P und S^^ gleiohwirkend, wenn P mit Q, oder P 
mit S im Gleiohgewioht ist; und eben so sind ^ und 
jS gleichwirkend, wenn Ql und 8^ also auch Q, und S 
sich das Gleichgewicht halten. 

Mit HülSe dieser Benennung lässt sich der Satz in 
4* 5. c. auf mehrfache Weise ausdrüdcen: 

1) Zwei Systeme vtm Kräften {Q und S)^ deren 
jedes mit einem dritten (P) im Gleickgewickt iit^ 
sind von gleicher Wirkunjg$ und umgekehrt: 

2) Sind zwei Systeme {P und S) gleichwirJkend^ 
so ist mit jedem dritten Systeme {Q)^ mit welchem 
das eine {P) das Oleichgewicht hält^ auch das andere 
{ST) im Gleichgewichte f d.ui Oleichwirkende Systeme 
können in Be%ug auf das Oleichgewicht für einander 
gesetzt werden. 

3) Zwei Systeme {Q und iS), deren jedes eifern 
dritten {P) gleichwirkend ist^ sind es auch unter sich. 

Eben so, wie ganze Systeme, können auch einzelne 
Kräfte unter sich und mit Systemen einerlei Wirkung 
haben. Sollen zwei einzelne Kräfte ^^eichmrkend sein, 

« so mnss, nach den vorhergehenden Definition gleich- 
wirkender Systeme,, die eine, in entgegengesetzter 
Richtung genommen, der andern das Gleichge[widit 
halten. Es müssen folglich beide, wenn sie auf einen 
und denselben Punkt des Körpers wirken, einerlei 

* Richtung und gleiche Intensität haben. 
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Eine einzelne Kraft^ welche mit einem Systeme von 
zwei oder mehrern Kräften gleichwirkend ist, heiastdie 
Resultante des Systems. 

Hat daher ein System eine Resultante, und wird 
diese mit entgegengesetzter Richtung als neue Kri^ 
dem, Systeme hinzugefugt, so kommt dadurch das Sy- 
stem ins Gleichgewicht. Und umgekehrt: ist ein System 
im Gleichgewichte, so ist jede Kraft desselben, nach 
entgegengesetzter Richtung genommen, die Resultante ' 
der jedesmal übrigen» 

Ist die Kraft p die Resultante des Systems iS, und 
soll auch die Kraft y als Resultante von S gelten kön- 
nen, so müssen nach §. 6. 3. p und q gleiohwirkend 
sein lind folglich, wenn sie auf einerlei Punkt wirken, 
einerlei Richtung und gleiche Intensität haben. Einem 
Systeme van Kräften kennen daher nfebt xwei Jte- 
sultanten zukommen ^ die'y auf denselben Punkt foir^ 
kendy an Intensität oderßicAtung ifersehieden wären. 
Und eien so müssen zwei Kräfte^ deren jede auf 
denselben Punkt wirkend mit demseliet^ Systeme das 
Gleichgewicht hälty^ gleiche Intensität und einerlei 
Michtung haben. 

«. 8. 

Aus jedem Systeme Ton mehr als zwei Kräften, 
welche im Gleichgewichte sind, lassen sich immer auf 
mehrfache Weise zwei gleichwirkende Systeme bilden, 
indem man zu dem einen System einen beUebigen Theil 
der Kräfte des anfanglichen Systems nach entgegen- 
gesetzten Richtungen nimmt, und das andere System 
aus den übrigen Kräften mit nicht yeräüderten Koh- 
tungen bestehen lässt Man kann daher die Statik 
auch als die Wissenschaft betraditen, wdohe lehrt, 
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Hüter welchen Bedingmigen zwei Systeme Ton Krilftea 
gleiche Wirkung mit einaqder haben, nnd wie ein ge- 
geb^ies System in em anderes von gleidier Wirkung 
Terwandelt werden kann, — auf ähnliche Art wie ^e 
mathematische Analjsis in Bezug auf Grössen üb<v-t 
haupt die aus ihnen zusammengesetzten Ausdrucke mit 
einander vergleichen und umformen lehrt» 

Sind aber zwei Systeme in statischer RQekcddit von 
einerlei Wirkung, so sind sie es auch in dynamischer^ 
d. h. sie bringen einerlei Bewegung hervor, wie dies 
gimz l^cht mit Zuadehung des Grundsatzes erhellet^ 
dass die Bewegung eines Korpers durch Hinzufiigung 
oder Wegnahme von Krftften, die unter sich im Gleieh- 
gewichte sind, nicht geändert wird. Die Statik ist hier- 
nach die nothwendige Yerbereitungswissenschaft zu der 
IBewegungslehre oder Dynamik, indem sie die vorge» 
gegebenen Kräfte dergestalt mit einander verbinden) 
oder in andere verwandeln lehrt, dass daraus mittelst 
'dap Principien der Dynamik die bewirkten Bewegungen 
am einfttchstcm hergeleitet werden können. 

f 9. 

y. Grundsatz. Wenn Kräfte in beliebiger 
Anzjahl einen gemeinschaftlichen Angriffs- 
punlct haben und nicht im Gleichgewichte sind, 
so kann dieses immer durch Hinzufügung einer 
neuen auf denselben Punkt wirkenden Kraft 
hergestellt werden;, oder: 

Bin System von Kräften, die auf einen und 
denselben Punkt wirken und nicht im Gleich- 
gewichte sind, hat eine auf denselben Punkt 
wirkend^ Resultante. 
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Zusfttxe. a. Die JRiohtiuig md.StBvfce JMer du 
Gleiohgewioht Imlteadea Kraft oder dieser RMoltante 
ist a,u8 den Kräften des Sjrstems par auf eine Weise 
bestimmbar (§« 7.). Faljen daher die Btchtmigeii sämmt* 
lieber Kräfte in dieselbe gerade Linie, so ist darin au4di 
die Ricbtnng ihrer Resultante enthalten, indem sonst, 
wenn die Resultante mit dieser Linie dnen Winkel bildete. 
Jede andere Gerade, welche mit der Linie, denselben 
Winkel maeht, die Richtung der Resultante sejn kAinte« 

b. Aus gleichem Grunde ist Ton zwei Kräften p 
und f, die einerlei Angriffspunkt A (Fig. 1.) haben 
und mit einander einen Winkel bilden, die ihnen das 
Gleichgewicht haltende Kraft r, folgUch auch ihre Re- 
sultante,' in der Ebene des Winkels enthalten. Denn 
sejen AP^ AQy AR die Richtungen Ton /i, ^, r, so 
müssen, auch wenn diese Linien aber A hinaus nach 
P', Q^y K yerläugert werden, die Kräfte p^ 7, r nach 
den Richtungen Al^y AQ^^ AJK im Gleiohgewichte 
sejn (§• 5« b.)* Man drehe nun das System letzterer 
drei Richtungen in der Ebene des Winkels P^AQ^ um 
A herum, bis AI^ in AP faUt, so fäUt A(t in Ä(ti 
AR aber muss in ^ü fallen, indeni, wenn ^JS' nicht 
die Richtung AR^ sondern irgend eine andere A^ 
erhielte, die nach AP nnd AQ wirkenden Kräfte p 
und g sowohl jdurob eine nadi AR ^ daroh eine nach 
AS gerichtete Kraft in's Gleidbgewicht gefaraoht wer- 
den konnten, Felcbes nioht möglich ist. (§t 7.)« Die 
Richtung AB! ftUt ^et nach der Drehung ersiobifieli 
nur dann, und dann iminer^ mit AR zusammen, wenn 
AB in der ^msi PAQ. enthalten ist 

c. Sind zwei auf einen Punktr^ wirkrade.KsfiAe 
p nnd «^r fsnander gleich, so wurd dw Winkel, ihrer 
Richtongen AP nnd Ad von ihrer Resultate halbirt 
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Donn, man vertaaisoho die Kräfte ^ iadem man p naoh 
jlQ und y nach AP wirken lässt, so wird die Resol- 
tänte nnnmehr mit A $ denselben VFinkel machen, den 
eie Torher mit AP bildete. Da aber p und a einander 
gleich sein sollen , so ist durch diese Yertanschung das 
System der beiden Kräfte, folglich auch ihre Resul* 
tante, unverändert geblieben. Die Resultante mnss 
daher mit AP und AQ gleiche Winkel machto, d. u 
den Winkel PAQ. halbiren. 

f. 10. 

TL Grundsatz. Zwischen Kräften, die auf 
einen und denselben Punkt nach einerlei Rich- 
tung wirken, giebt es kein Gleichgewicht. — 
Die ihnen das Gleichgewicht haltende Kraft hat daher 
die entgegengesetzte Richtung, und ihre Resultante 
mit ihnen selbst einerlei Richtung. 

Y1I. Grundsatz. Wenn die Richtungen 
zweier auf einen Punkt wirkenden Kräfte ei- 
nen Winkel bilden, so fällt die Richtung der 
Kraft, welche zum Gleichgewichte erforder- 
lich ist, in den Scheitelwinkel, also die Rich- 
tung der Resultante in den Winkel selbst« 

«. 11. 

^ Die Intensität einer Kraft nennt man das Dop- 
pelte, Dreifache u. s. w. der Intensität einer 
andern Kraft, oder geradezu die eine Kraft das Dop- 
pelte, Dreifache n. ß, w. der andern', wenn sie von 
zwei, drei u. s. w. &äften, welche einzeln der andern 
gleich maA und auf einen Punkt nach einerlei Richtung 
wirken, die Resultante ist. 

Zwei Kräfte P und Qj sagt man hiemach,«verhal- 
ten 4ueh wie die ganzen Zahlen p und y, wenn es eine 
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dritte KräfÜ; giebt« Ton welcher P das /»fache und $ 

< 

das ^faohe ist; oder was auf dasselbe hinauskommt: 
wenn das ^ fache von P dem /»fachen TonQ gleich isL 
Weil aber Kräfte auch in irrationalen Verhältnissen su 
einander stehen können, so stellen wir noch folgende 
Definition des Verhältnisses zwischen Kräften auf, die 
der bekannten Euklidischen Definition des Verhältnisses 
zwischen Grossen überhaupt, nachgebildet ist: 

Zwei Kräfte P und Q verhaUen sieh wie 
die Zahlen p und ^^ wenn von beliebigen Gleidvdel- 
fachen, die man von P und /», und beliebigen Gleich- 
Tielfachen,.die man ron Q und g nimmt, das Vielfache 
Ton p dem Vielfachen tou y gleich, oder kleiner, oder 
grosser als dasselbe ist, je nachdem die Vielfachen von 
P und ^, wenn man beide nadi entgegengesetzten 
Richtungen auf einen Punkt wirken lässt, sich entweder 
das Gleichgewicht halten, oder man in der Richtung 
des Vielfachen tou P, oder des Vielfachen von Q eine 
Kraft hinzuzufügen nöthig hat, um Gleichgewicht her- 
vorzubringen. 

Hiemach kann das Veriiältnisif zweielr Kräfte P 
und Q stets durch Zahlen, und dieses so genau, als 
man will, bestimmt werden. Sei nämUch P= Q + Zf 
wo Q + Z einstweilen noch nicht die Summe, sondern 
die Resultante zweier nach einerlei Richtung wirkendoK 
Kräfte Q und Z bezeichnen soll, so dass in Folge' der 
gesetzten Gleichung auf der Seite von Q noch eine 
Kraft Z migebracht werden muss, um der Kraft P 
auf der andern Seite das Gleichgewicht zu halten« 
Man nehme nun von P irgend ein Vielfaches hP^ und 
Ton Qy wenn es möglich ist, ein Vielfaches mQ^ wel- 
ches dem nP gleich ist, und es werden sidi die Kräfte 
P nnd Q wie die Zahlen m und n verhalten. Giebt 
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9, aber kein deni nP gleiches Vielfaehes von Q^ so 
lä«st sich doch iumieT tob Q ein solches Vielfaches 
m^ nehmen^ daas mit Anwendung der vorigen Bezeiob^ 
nungsajrt 1) nP:s:mQ+X und 2)nP+Yz=rim+i)Q 
iät Yerhalttti sich nlin P und Qy wie die Zahlen p 
und ^9 so muss, zufolge der Definition, wegen 1)^ 
i»/r >» m^y und wegen 2), np<C.i^ + i)9 sejn. Das 
gesuchte Yerhältniss /^ : ^ ist daher zwischen den zwei 
Verhältnissen m : n und m + im enthidten, deren IJn- 
ter8<4ned desto kleiner, kleiner als jede aogebbare 
OrSsso, wird, Je grösser man n>y und folglich aiidi 
m, mnunt* 

§• 12. 

So wie auf diese Weise das Verhältniss Je zweier 
Krftfte numeriseb bestimmt werden kann, so ist auch 
umgekehrt, wenn von zwei Kräften ihr numerisches 
Verhältniss und die eine gegeben ist, auch die andere 
gegeben* Von zwei oder mehrem Kräften Wierden da- 
her alle bestimmt seyn, wenn es nur eine derselben 
unmittelbar ist, für Jede andere aber ihr Verhältniss zu 
Jener bestimmt ist. Man pflegt hiemach eine gewisse 
Kraft als Einheit anzunehmen und Jede andere Kri^ 
durch die Zahl auszudrücken, die nch eben so zu der 
numerischen Einheit, wie letztere Kraft zu dw als 
Biaheit festgesetzten Kraft yerhält. 

Wenn daher in dem Folgenden von der Summe 
oder dem Dpterschiede zweier Kräfte die Rede seyn 
wird, so ist darunter nichts anderes, als die Kraft 
zu verstehen , deren Zahl der Summe oder demUnter- 
s<^iedo der den erstem Kräften zugehörigen Zahlen 
gleich ist. Eben so wird eine Kraft kleiner, als eine 
fMüd^e, genannt irerden, wenn die Zahl der erstem 
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kleiner ) als die der letatem ist, oder, vu naob.obigte 
Definition des TerhälteieBee dasselbe anssai^s wenn die 
entere ent in Verbindung mit «ner andern naeh der- 
selben Ricbtong wiricenden Kraft mit der andern gleicbe 
Wirlnmg erb&lt Denn die gewabnUohe Erid&nmg^ 
wonadi eine Grosse kleiner^ als eine andere^ beisst» 
wenn sie einem Tbeile der andern gleiob ist, kann apof 
Krfifte niobt angewendet werden, da KrSfte, als inten» 
siire Grössen, nicbt, gleicb den extensiven, aus nntev* 
soheidbaren Tbeilen zusammengesetzt sind« 

fSelir TorfbeObaft kann man in der Statik ffie Kräfte 
ancb durcb Linien ausdrücken. Ist nämlicb jt der An^- 
griSspunkt einer Kraft, so trage man naob der Rieb- 
tang zd, in welcber sie wirkt, eine ibrer Intensität plre- 
portionale Linie jtBy d. L eine Linie, weldbe in dem- 
selben Terbältniss zu der als Linieneinbeit angenom- 
menen Länge stebt, als die Kraft zu der Einbeit der 
Kräfte; und auf diese Weise wird mit der Linie utB 
der Angriffspunkt, die Ricbtung und die Intensität der 
Kraft zugleiob yorgestellt. 

*. 48. 

Lebrsatz. Die Resultante zweier auf einen Punkt 
nacb einerlei Ricbtung wirkenden Kräfte P und Q ist 
der Summe derselben gleiob. 

Beweis« Vorbalten sieh P und Q wie zwei ganze 
ZaUen p und ^, giebt es also eine Kraft 17, von wel- 
dier P das /»&cbe und Q das ^die^ ist, so kann man 
statt /*, /»Kräfte, und statt 0, f Kräfte, deren jede 
=s: 17 iat tnd nach derselben Riebtnng wie P oder Q 

_ ^ 

wirkt, setzen. Yen diesen p + y Kräften mit einerlri 
RiohtODg ist aber die Resultante, das 0» -ff) &ohe von 
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27, od«r die Kraft /' + 7> weim P und Q durch die 
ilmea. proportioikaleti Zahlen p und g ansgedrfickt werden. 

Dasselbe erhellet auch daraus, dass, wenn sich 
JP: Qz=sp : f verhält, das ^fache von P, oder qP^ mit 
pQy also auch pP und gP nach einerlei Richtung mit 
pPvnd p^ nach einerlei Richtung, d. t. das {p+g)&eht 
Ton P mit dem /9 fachen der Resultante von JP und 
Q ins Gleichgewicht gebracht werden kann, und dass 
sich daher diese Resultante zu der Kraft P wie p+g 
SU p verhält 

Lässt sich das Yerhältniss zwisdien P und Q nicht 
durch ganze Zahlen ausdrucken, so ist der Beweis 
mit Anwendung der Grenzver}iältnisse zu führen, oder 
auf ähnliche Art, wieEuklides in seiner Lehre von -den 
Verhältnissen zu Werke geht, was ich aber, um Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, hier unterlasse. 

Zusatz. Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sich^ 
dass auch von drei oder mehrem Kräften, welche auf 
einen Punkt nach einerlei Richtung wirken, die Resol- 
taute ihrer Summe gleich ist; dass von zwei einander 
nicht gleichen Kräften, welche auf einen Punkt nach 
entgegengesetzten Richtungen wirken, die Resultante 
der Dnterschied der beiden Kräfte ist und die Richtung 
der grössern hat; dass von mehrem an einem Punkte 
allgebrachten Kräften, welche in derselben Linie zum 
Theil nach emerlei, zum Theil nach entgegengesetzten 
Richtungen wirken, und deren je zwei, wenn sie ent- 
gegengesetzte Richtungen haben, mit entgegengesetzten 
Zeichen genommen werden, die Resultante der algebrai- 
schen Summe der Kräfte gleich ist, und nach der Rich- 
tung deijenigen Kräfte wirkt, mit denen sie einerlei Zei- 
chen hat; dass endlich, wenn diese algebraische Summe 
sidi Null findet, Gleichgewicht herrscht 
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YIU, Grundsatz. Zwei Kräfte, welche auf 
zweiPnnkte eines frei beweglichen festen Kör- 
pers wirken, sind nur dann, und dann immer, 
im Gleichgewichte, wen^n sie gleiche Intensi- 
täten und einander gerade .entgegengesetzte 
Richtungen haben, so dass letztere in die, die 
beiden Punkte Terbindende, Gerade selbst fallen. 

Folgerungen» a. Sind zwei Ej-äfte auf die be- 
sagte Art im Gleichgewichte, und wird Ton einer dersel- 
ben die Richtung in die entgegengesetzte Terwandel^ 
eo hat man zwei Kräfte, die gleiche Intensität und einer- 
lei Richtung haben und nach §. 6. gleichwirkend sind. 
Die Wirkung einer Kraft wird daher nicht geändert, 
wenn man zu ihrem Angriffspunkt einen beliebigen andern 
Punkt ihrer Richtung wählt, der mit dem anfangliehen 
fest verbunden ist; oder, wie man sich kurz auszudrucken 
pflegt: eine Kraft kann ohne Aenderung ihrer Wir-^ 
kung auf jeden Punkt ihrer Richtung, ver leg t werden. 

b. Es wird daher auch das Gleichgewicht eines 
Systems Ton Kräften nicht gestört und überhaupt die 
Wirkung eines System^ nicht geändert werden, wenn 
man die Intensität und Richtung jeider Kraft ungeän- 
dert läsät, fiir den An^iffspunkt aber irgend einen 
andern mit dem erstem fest verbundenen Punkt ihrer 
Richtung nimmt; mit andern Worten: die Wirkung 
einer Ejraft auf einen festen Körper ist schon genug- 
sam durch die Richtung und Intensität dw Kraft be- 
stimmt, indem fibr ihren Angriff jeder Punkt des inner- 
halb des Körpers fallenden. Theiles ihrör Richtung ge- 
nommen werden kann. 

r. Der Satz, dass auf einen Punkt .wirkende Kräfte 
eine auf denselben Punkt wirkende Resultante haben. 


ts 
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lässt sich hiernach allgem^inelr also ausdrücken: Zwei 
oder tnehnere Kräfte, dereloi RiditngeB Biofa m einem 
Punkte ««^meiden , haben eine lAnroh denselbett Pookt 
gehetide Resultairtei 

«f. Gbeti «o gilt Alles, was itti \erigea §» T^en 
Kräften er^iei^n wurde ^ die eineHei ABgriffsfMinkt a^d 
in dieselbe Oerade fallende Riohtunge«^ haben, anieh dann 
schon, weAn bloss die letztere Bedingung erfüllt ist 
Unter äer T^nm^stetirnng aJso^ daas J4 xvrei Kräfte^ 
4^ren Ritlitmngen einander entgegtnge9et%i iii^ mit 
eMg^engesfeWten ZeicA^en gentmimen werben y «rf 
if9H xmei dder mehrem Kräften^ von denen die Riek- 
tungeniffwid mithin auck die Angriffspunkte) indieselbe 
Gerade falten y die Remdtunte gieich der Summe der 
Kräße %md die itiehtung der ReMulimnte e m^e Hei 
mit der Rfy:htung derjenigen Kraft» ^ mit denen w 
einerlei Xeieken hat; ihr Angriffspunkt oAer kium 
^eillkührUoA in der Gemdm gwnsmmen Vff^rden. let 
die Summe der Kräfte nuff^ etf Hnd 4i$ 4m GieitA- 
gemicJUe. 


Zweiteil Kapitel 

YMfk CSl^ehgewichte swischea Krftftepaaren in 

ifeiner lEbene. 


f . 15. 

SeyM p tmi f apm auf eineti Punkt A (Fig^ 2.) 
nach den Richtungen AF und A^ wirkende Kräfte, 
r Ihre ttefipultantl^, ^eren Riohtung Aft in die Ebene 
jRA4t f&ttt (f. •. i:). Did Intensität «eser Rwnltaate 
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nnd die Winkel ihrer Richfimg mit den' Riohtnngen Ten 
p und q können Ton nichts Anderem, ids den Intessitä- 
ten nnd dem Winicel der Riditnngen von p und q jsüf^ 
hängij^ seyn« Bringt man daher an irgend einem ande- 
ren Punkte Jl zwei den p nnd q resp. gleiche Kräfte 
p' und / nach Richtungen A'P' und J! Q^ an, die mit 
AP und AQ parallel sind, so wird die Resultante r^von 
p' und / der r gleich seyn und eine mit AR parallele 
Richtung AB! hd>en. I^ dabei Jt em Punkt der AR 
Belbst, wie in der Figur, so fallen die Richtungen AR 
und A'K zusammen, nnd die beiden Resultanten r und 
t' werden gleichwirkend« (§. 14. a.), also auch p' und / 
gleichwirkend mit p und q. Lassen wir folglich die 
Kräfte // und / nach den entgegengesetzten Richtungen 
P^A! und ^ Al wirken, so sind sie mit p und q zu- 
sammen im Gleichgewichte. Zwei Kräfte, deren Richtun- 
gen sich schneiden (vergL §.14. £.), kommen demnach ins 
Glrichge wicht, wran durch einen Punkt ihrer Resultante 
zwei ihnen resp. gleiche, parallele und entgegengesetzte 
Kräfte gelegt werden; woraus wir weiter schliessen: 

1) Zwei sich schneidende Kräfte (/», q) nnd eine 
dritte {pT)^ der einen {p) von ihneu gleiche, pairallele 
und entgegengesetzte Kraft können nicht im Gleichge- 
wichte seyn, indem dieses erst dann entsteht, wenn durch 
den Punkt, in welchem die dritte (p^ die Resultante 
(r) der beiden erstem schneidet eine lierte, der andern 
(7) jener beiden gleiche, parallele und entgeg^igesetzte 
Kraft (/) gelegt wird. 

Die Richtungen von Py q^ p\ / bilden hierbei ein 
Parallelogramm, in dessen eine Diagonale dielUchtungen 
der Resultanten r und r^ fallen. Ist nun noch p^*^q^ 
also auch =r/9'=;.^, so halbirt jene diagonale lUchtang 
die Winkel Ton q mit p und Ton / mit p' (§• 9« c), 

2* 
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und das Parallelogramm wird ein Rhombus, welchcB 
folgenden Satz giebtt 

2) Sind^, B^ C^ D (Fig. 3.) die vier auf einan- 
der folgenden Ecken eines Rhombus, so halten sich 
vier einander gleiche nach ADy AB^ CB^ CD ge- 
richtete Kräfte das Gleichgewicht. , 

f. 16. 

Um die Ergebnisse des ^vorigen ^. einfacher aus- 
drücken und damit bequemer benutzen zu können, nenne 
man zwei einander gleiche nach parallelen, aber ent- 
gegengesetzten Richtungen wirkende Kräfte ein Kräf- 
tepaar oder schlechthin ein Paar. Der gegenseitige 
Abstand der beiden Richtungen, oder das von irgend 
einem Punkte der einen Richtung auf die andere ge- 
fällte Perpendikel, heisse die Breite des Paares. 
Zwei Paare nenne man einander gleich, wenn die zwei 
Kräfie und die Brjeite des einen Paares den zwei Kräf- 
ten und der Breite des andern gleich sind. 

Denkt man sich auf der Ebene des Paares zwischen 
den beiden Kräften stehend, und erscheint dann die 
eine.Krafty nach welcher man das Auge gewendet hat, 
von der Rechten nach der Linken, (oder von der Lin- 
ken nach der Rechten) gerichtet, so wird nach einer 
halben Drehung des Auges um eine auf der Ebene 
normale Axe auch diQ andere Kraft in dieser Rieh- 
tung erscheinen. Man sage alsdann: das Kräftepaar 
habe einen Sinn von der Rechtea nach der Linken 
(oder von der Linken nach der Rechten). Auch ' kann 
man den einen Sinn , etwa den von rechts nach links, 
den positiven un^ den andern den negativen Sinn 
nennen. Hiernach verstehe man auch den Ausdruck: 
zwei Paare in einer Ebene, — oder auch in zwei par- 
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allelm Ebeiten^ -r- haben einerlei, oder sie haben 
entgegengesetzten Sinn. — Der so ei^klärte Sinn 
eines Paares ist ^übrigens zugleich mit demjenigen ei- 
nerlei, nach welchem jede der beiden Kräfte den Kör- 
per, worauf sie mrken, zu drehen strebt, wenn diesor 
an einer auf der Ebene der Kräfte normalen und zwi- 
schen ihnen hindurch gehenden Axe befestigt ist. 

#.17. 

Ton den vier einander gleioheu Kräften in dem 2. 
Satze des #• 15. bilden demnach die nach AD^ nnd 
CB (Pig* 3.) gerichteten ein Paar, und die nach AB 
und CD gerichteten ein zweites von entgegengesetztem 
Sinne. Beide Paare aber sind einander gleich, da die 
vier Kräfte es sind, und 2wei einander gegenüberlie- 
gende Seiten eines Rhombus eben so weit von einiutder 
entfernt sind, ak die beiden andern Seiten. Da nun 
auch umgekehrt die Richtungen der vier Kräfte zweier 
einander gleichen Ptfare in einer Ebene, den einzigen 
Fall ausgenommen, wenn sämmtliche vier Richtungen 
einander parallel sind, einen Rhombus bilden, so können 
wir mit einstweiliger Beseitigung dieses Falles, den 
obigen Satz also ausdrücken: 

Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleich 
nnd von entgegengesetztem Sinne sind, halten einander 
das Gleichgewicht; — folglich auch nach f. 6., wenn 
man die Richtungen der Kräfte des einen Paares in die 
entgegengesetzten verwandelt: 

, Zwei Paare in einer Ebene, die einander gleich 
und von einerlei Sinne srind, haben gleiche Wirkung; 
— oder was dasselbe aussagt; 

ESin Paar karm in sein^ EbeHe^ ohne Aenderung 
»einer ff^irkufkg^ wohin man witt^ verlegt werden* 
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Was noch den hierbei beseitigten Fall anknigt, 
vmn die Kräfte der zwei einander gleichen Paare ein- 
ander parallele Richtungen htbw^ so denke man ueh 
ttoeb ein drittes Paar hinu, das mit jenen «weien in 
einer Ebene liegt, jedem derselben gleich ist, mit ihnen 
einerlei Sinn hat, und des9en Kräfte die Kräfte der 
erstem unter einem beliebigen Winkel schneiden» Yer« 
möge des vorhin Erwiesenen ist nun dieses dritte Paar 
mit jedem der beiden erstem gleich wirkend^ mithin sind 
auch die beiden erstem selbst von gleicher Wirkung, 
nnd der au%estellte Satz gilt daher ohne Beschränkung. 

f. i8. 

Aus denn 1. Satze in §• IS, folgern wir« 

Zwis<^en drei Kräften (/», p% ^) in einer Ebene, 
von denen zwei (>», y') ein Paar bilden, kann kein 
Gleicly^wicht bestehen« Wohl aber kann dieses durch 
Hinzufügung einer vierten Kraft (/) hergestellt werden, 
welche mit derjenigen (f) der drei Kräfte, die nicht 
zum Paare gehört, ein zweites in derselben Ebene ge- 
legenes Paar, mit einem dem erstem entgegengesetzten 
Sinne, ausmacht; oder mit Beräcksichtigung von f*&: 

Smd in diner Ebene ein Paar und eine einxebw 
Hjraft gegeben y so lß$ät Heh letztere durch eine nocA 
andere Kraft in der Ebene xu einem Paare ergän^ 
xen^ welches mit dem gegebenen Paare einerlei Wir* 
kung ha$^ Dieses zweite Paar aber muss m#i dem 
gegebenen^ wenn es ihm gleichwii^etül seyn soU^ ei* 
nerlei Sinn haben. 

Dass, wie hier hinzugesetzt wurde, zwei sieb das 
Gleichgewicht haltende Paare von entgegeDgesetztem^ 
und folglich zwei gleiehwirkeade von einerlei, Sinne 
seyn rafissan, erhellet leicht tttttelst des VII. Grund* 
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sutze« in f. t(L Isit nämlich ABCD (Fig. ^) das von 
deo z\Fei Paaren /»>/»' mid $e, / gebüdetQ Parallolo- 
^amnij^ und AB Ai^ flicbtuDg von p^ so ist CM diQ 
RiclituQ^ TQH i^'f nad die^zw^i Paar^ sind Ton einerlei 
c^er eotgeg^ngesetotem Sinae,^ mi,chdeni MfA oder 
uli9 die Riohtimg von einer der beiden Kräfte des. an* 
dern Paares^ etwa Yon /, ist* Sollen ^nn die Paare 
im Gleichgewiebte seyn^ und iprare q nach />^ oder 
Aß gerichtet 5 wo E einen Pudkt in der YqrlängeraDg 
von DA Über A bea^eichuet^ Iq würde nlich ^new 
Qrnndsat^e die durch A gebende ResiUtante Tqu p und 
q innerbalb des Winkels BAJIR Uegeu^ könnte alsQ nicht 
dem inuerbalb des Winkels BAU falleaden Durch' 
schnitte C Yon p' und/ begeguen, wie doch zum^ ^leiclb- 
gewicht erfcrderliob ist (f. 15.)u Diese Begeguuiig wird 
aber möglich, sobald AJD die lUchtung Top f ist> uu4 
mitUu die Rdsultaate tou p uad f innerhalh des Wia« 
kels BAU fällt. 

Noch ist XU bemerken, dass zufolge des |. Satzes in 
f. 15« , von welchem der obig^ nur ein auderev Auedi'uck 
ist, die gegebene einzelne Kraft 7 di'e Kräfte pj p' 
des gegebenenPaares jedenfalls schneiden sollte. Statt 
dea^eii ist hier hlossi gesetzt wprdeii, dass q niit/'und 
p' 10 eiaer Ebepe liege, indem der Fall, wenp $r mit/» und 
p^ parallel ist^ durch Verlegung des Paares /i,/»^ in 
seiner Ebene, so dass es eine gegen q gepeigte Lage 
erhält, auf dep in §• !$• vorausgesetzlen Fall zurfiek- 
geföhrt wird. 

2Su satz^ Pfvss mit ^wei fi^äften p^ p\ welche ein 
Paar apsmaehefii eine idbritte in der Ebepe 4e9 Paares 
enthaltene Kraft q piqht im Qleichgewiohte seyp upd 
folglich auch nicht gleiche Wirkung babep kWP, dies 
erhellet schcm dpapn, dfiüfi jede ip der JBbene ?Qp p^ p 


84 Erster Tbdl. Zweites KapiteL 

enthaltene mit der Riohtiing von g parallele Oc»rade 
gegen p und p^ vollkommen dieselbe Lage, wie 7, hat, 
und dass daher eine der g gleiche,, naoh irgend einer 
dieser Richtungen wirkende Kraft mit p und p' eben- 
falls im Gleichgewichte seyn müsste, wenn g es wäre. 
Eine solche Kraft müsste daher mit g selbst gleiche 
Wirkung haben, welches nicht möglich ist (f. 14.). 

Auf eben die Weii^e zeigt sich, dass auch keine 
nicht in der Ebene eines Paares p^ p^ wirkende und 
mit dessen Kräften nicht parallele Kraft g mit ihm im 
Gleichgewichte seyn kann. Denn jede mit 7 parallele 
und in der durch g mit p und p' parallel gelegten Ebene 
enthaltene Richtung hat gegen p und p' vollkommen 
dieselbe Lage, welche g hat. 

Ist endlich- g mit p und p' parallel, so kann man 
immer noch eine Richtung angeben, die gegen p^ und 
p ganz dieselbe Lage hsft, welche g gegen p und // 
hat; und es ist daher in jedem Falle das GleicAg^e- 
wicht oder die gleiche Wirkung einer einzigen Kraft 
mit den Kräften eines Paares utmöglieh. 

% 19. 

Ana dem Satze von de|r Verlegung eines ^Paares 
(f. 17.) lassen sich mehrere fiir das Folgende sehr 
wichtige Schlüsse ziehen« 

a. Indem wir EJräfte ihrer Intensität und Richtung 
nach durch gerade Linien darstellen (§• 12.), sejen 
ABy CD und jBF, GH (Fig. 5.) zwei Paare in einer 
Ebene, die einerlei Sinn haben, und deren Kräfte 
sämmtlich einander gleich sind. Auf der Seite von 
CDy welche derjenigen, aufweicht» AB liegt, entge- 
gengesetzt ist, ziehe man KL gleich und parallel mit 
CD und in demselben Abstände v<ln CD^ welchen 
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OH von FE hatx Alsdann ist das Paar EP^ Bit 
gleiehwirkend mit dem Paare DC^ KL^ und folglich 
die Paare AB^ CD und EFy GH zusammen gleich- 
ivirkendmit AB^ CDy DC^ KLy d. i«mit dem Paare 
ABy KL. Statt zweier Paare in einer Ebene ^ die 
einerlei Sinn und gleiche Kräfte haben ^ kann man da- 
tier ein einziges Paar mit demselben Sinne und densel- 
ben Kräften setzen ^ dessen Breite der Summe der 
Breiten der erstem Paare gleich ist 

Es erhellet ohne weitere Erörterung, dass sich auf 
gleiche Weise drei und mehrere in einer Ebene gele^ 
gene Paare von einerlei Sinne und Von insgesammt 
emander gleichen Kräften zu einem Paare verbinden 
lassen 9 dessen Kräfte und Sinn dieselben, wie bei den 
zu verbindenden Paaren sipd, und dei^sen Breite d^ 
Summe der Breiten dieser Paare gleich ist 

Sind von den zu verbindenden Paaren auch die 
Breiten einander gleich, so haben wir folgenden Satz: 

Ein Paar, dessen Kraft» denen eines andern Paares 
gleich sind, und dessen Breite irgend ein Vielfaches 
der Breite des andern ist, hat gleiche Wirkung mit 
eben so viel in seiner Ebene und mit ihm nach einerlei 
Sinn wirkenden Paaren, deren jedes dem andern gleich ist 

b. Auf ähnliche Art, wie Paare mit gleichen Kräf- 
ten, lassen sich auch Paare, die einander gleiche 
Breiten haben, zusammensetzen. Seyenjfjff, CDva^ 
EPy OH (Fig. 6.) zwei dergleichen, die in einer Ebene 
liegen und einerlei Sinn haben. Man mache in den 
Richtungen von AB und CD resp. BK und DL den 
Kräften des andern Paares EF und OH gleich/ so 
sind wegen der noch hinzukommenden gleichen Breiten 
die Paare BK^ DL und EF^ OH gleichwirkend, also 
die Paare AB^ CD und EF^ 6^^ zusammen gleiefa- 
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mfkfinA mit ^^, vffüTy C/»» BLy iL mit ^iS; CX 

(f. 14. «f^A ^^^^ ''^^^ einem Paare^ welches denseUieo Sion 
und dieselbe Breite^ ^e die beiden erstem Pnare, hat^ 
and dessmi Kräfte der Summe der Kräfte der erstern 
Paare gleicfai sind* 

Eben so sind drei und mehrere Paare^ die in eiomr 
Ebene liegen und einerlei Sinn und gletcbe Breiten 
haben ^ gleichwirkend mit einem eiozigen Paare Ton 
demselbeo^ Sinne und derselben Rreite^ dessen Kräfte 
die Summen der Kräfte der erstem Paare sind« 

Wenn daher von zwei Paaren, die gleiche Breiten 
haben ) die Kräfte des einen beliebige Vielfache der 
Kräfte des andern md, so ist das crstere gleichwir- 
kend mit eben 90 viel dem andern gleichen Paareui 
die in ;4er Ebene des erstem liegen und mit ihm einerlei 
Sinn haben. 

|. 20. 

. Lehrsatx. Sind JI9 B^ C, O (Fig»7.) die vier 
anf einander folgenden Ecken eines Pairallelogramms, 
so haben die durch AB^ CD und BCy DA darge- 
stellten Paare gleiche Wirkung, 

Beweis. In dem besondem Fallci wenn das Par- 
alielogramno^ ein Rhombus ist, folg| der Beweis schön 
ans f . lä. 2, 

Sejen femer die anliegenden Seiten ABy AD 
überhaupt in einem rationalen Verhältnisse ^u einan- 
der , und fli) n die ganzen Zahlen, durch welche dieses 
Yerhältifiiss ausgedriickt werden kann« Man nehme in 
AB von A nach B m einen Abschnitt AM^=s dem 
^ten Theile von AB^ und in AD von A nach D zu 
einen Abschnitt AN^st? dem siten Theile von AD^ so 
ist AM^mANy mid wenn man dareh üf» N Paralle- 
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k« mit Jja^ AM zieht, welehQ DCy B€ in ^,, Z., 

fAsHi selbst «ber in <9 sobueideo^ 90 ist AMO^ ein 
Rhombus» Bi^uMh ist die Breite des Paares .,JFj9, 
CO A%s it» fache der Breite des Paares ABy LN^ ond 
die Kräfte des letztern sind die ^fachen von AMj 
ON. Nach f. 19. 0. ist folgÜQh das Paar ABy CD 
gleiehvirkwd n)tt dem » fachen des Paares ABy JüNy 
d. i. mit i»Paaren, deren jedes dem AB^ .l^N gleich 
ist und mit ihm einerlei Sinn hat. Das Paar ABy LH 
aber ist gleiohwirkend mit dem m fachen des Paares 
AM\ ON (f. 19. Ä.); folgUch^i?, CD gleichwir- 
kend mit dem ».»»fachen von ASHy ON^ Auf gleiche 
Art zeigt »ob dnrob Y' ^itteiuug des Paares MJS^ 
DAy dass das Paar BC^ DA mit dem «».»fachen 
des Paares MO^ NA gleiche Wirkung hat« Da abw 
AMON ein Rhombus ist, so smd die Paare ^ilf, 
OiVrund MOy NA selbst von gleicher Wirkung, folg^ 
lieh auch die «».»fachen derselben ^ d. i. die Paare 
AB, CD und BC, DA. 

Ist endlich das YerhäUniss ABxAD (Fig. 8.) ir* 
rational, und wäre nicht AB, CD gleichwirkend mit 
BCy DAy so müsstesioh AB durch eine ander« Kraft 
zu einem Paare ergänzen lassen, das mit BCy DA 
gleiehe Wirkung hätte (f. 19«)* Diese ^dere Krajft 
würde daher durch eine zwischen den Parallelen B Cy 
AD enthaltene und mit CD, parallele Linie EF dar- 
gestellt werden k^nen, die, weil das Paar ABy EFy 
eben so wie A B, CD , mit BCy DA eii^erlt^i Sinn 
haben muss (ebend.), mit CD auf einerlei Seite von 
AB liegen müsste« Sei nun O ein zwischen C und 
B so gelegener Punkt, dass BG %n AB m einem 
rationalen Verhältnisse steht Man ziehe durqh G eine 
Parallele mit CDy welche AD in S sohneide, no sind 
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nach dem Vorigen die Paare JLB^ GH und BO^ HA 

mit einander gleicbwirkend, oder^ was dasaelbeist, die 
Paare AB^ EFunA FEy fi^^Tznsatamen von gleidier 
Wirkung mit den Paaren BC^ DA xmA COy HD in 
Vereinigung. Nach der Voraussetzung aber soll ABy 

_ _ ■ 

EP mit BCy DA gleichv^irkend seyn, mittiin müsste 
es auch jPi?9 fi^^Tmit CQ^.HD seyn, welches nicht 
möglich ist, da letztere zwei Paare von eirtgegenge- 
setzten^ Sinne sind. ' 

f 21. 

Lehrsatz. Sinduf J9, CD und OH^ /£:(Fig.9.) 
zwei Paare in einer Ebene von einerlei Sinne, und haben 
die durch sie bestimmten Parallelogramme AC und 
Gl gleichen Inhalt , so sind die Paare gleichwirkend. 

Beweis. Ist ABr=^GHy so smd wegen des glei- 

.eben Inhalts der Parallelogramme die Abstände der 

CD von AJi und der IK von GH^ d. i. die Breiten 

beider Paare , also beide Paare selbst, einandel^ gleich 

und nach §. 17. auch gleichwirkend. 

Sind aber AB und 6rJ7 ungleich, etwa AB die 
kleinere Kraft, so nehme man, was dann immer m5g- 
lieh ist, in der Geraden BC^ oder in deren Verlänge- 
rung, einen Punkt \£ so, dass AE^=:^GHj und ziehe 
durch D mit AE eine Parallele, welche BC m F 
schneide. Alsdann ist das Parallelogramm AEFD 
tzrzABCD, folgKch auch = e^iff/f ; die beiden Paare 
AEy FD und GHy IK haben folgUch nicht mir gleiche 
Kräfte {AE = GB)y sondern auch gleiche Breiten, 
und da sie überdies von einerlei Sinne sind, — denn 
jedes von ihnen hat einerlei Sinn mit AB^ CDy — so 
haben sie auch gleiche Wirkung. Es ist aber AE^ 
FD nach vorigem f. gleichwirkend mit DAy EF oder 
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DA^ BCj und dieses Paar gleiohidrkend mii,ABj 
CD\ mithin bat letzteres auch mit dem Paare OH^ 
yjET gleiche Wirkung« 

Zusatz» Da, wenii zwei Parallelogramme gleichen 
Inhalt haben, sich eine Seite, des eineü und eine Seite 
des andern umgekehrt, wie die Abstände dieser Seiten 
Ton den gegenüberliegenden Seiten, verhalten,, so kann 
man den eben bewiesenen Satz attch folgendergestalt in 
Worte fassen; 

Zwei Paare in einer Ebene ^ die einerlei Sinn 
haben ^ und deren Kräfte sich umgekehrt y wie ihre 
Breiten^ verhalten^ sind gleichwirkend* 

f. 22. 

In §. 19* wurde gezeigt, wie zwei oder mehrere 
Paare in einer Ebene, die entweder gleiche Kräfi^, 
oder gleiche Breiten haben, zu einem mit ihnen gleich- 
wirkenden zusammengesetzt werden können. ' Mittelst 
des vorhergehenden Satzes können wir jetzt ^irgend be- 
liebige Paare in einer Ebene zu einem verbinden. 

Sind nämliöh AB^ CD und EF^ OH (Fig. 10.) 
zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Siiui haben, 
und construirt man in ihrer Ebene ein Parallelogramm 
IKLMy dessen Fläche der Summe der Flächen der 
Parallelogramme AC und EO g||eioh ist, so wird das 
Paar IK^ LM^ von dem ich annehme, dass es iqit 
erstem Paaren einerlei Sinn hat, mit ihnen auch gleiche 
Wirkung haben. Denn theilt man das Parallelogramm 
IL durch eine mit IK gezogene Parallele ON ixi zwei 
Parallelogramme IN und OLy so dass IN^=^AC und 
foIgUch OLzi^EG ist, so sind (f. 21.) die Paare 
ABy CD und EF^ OH reü^. gleichwirkend mit den 
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Paaren /iT, NO und ONy LM^ d« i. tnit dem Paare 

Man sieht nun leicht, dass auf gleiche Wehe auch 
dr^ und mehrere Paare in einer Ebene, die von ei- 
nerlei Sinne sind, sich zu einem Paare vereinigen lasseB. 
Man verzeichne nämlich in ihrer Ebene ein Parallelo- 
gramm, welches der Summe der Parallelogramme, 
die von den zusammenzuaetzenden Paaren gebildet wer- 
den, gleich ist, und es wird das durch dieses Parallele- 
grunm bestimmte Paar, so genommen, dass es mit 
den gegebenen Paaren einerlei ^n hat, das resulti- 
rende seyn* 

Sollen zwei Paare /JST, LSi und BAy DC von 
entgegengesetztem Sinne verbunden werden, so eon- 
struire man ein Parallelogramm EF6Hy welches dem 
Unterschiede der Parallelogramme IL und A C gleich 
ist, und das durch i?£^ so bestimmte Paar EFy OHj 
dass sein Sinn mit dem Sinne desjenigen /£, LM 
der zwei gegebenen Paare übereinkommt, dessen Par- 
allelogramm d^s grössere ist, wird gleiche Wirkung 
mit den zwei gegebenep haben. Denn schneidet man 
von dem grössern Parallelogramm IL duroli eine Pap 
raltele BN mit IK ein Parallelogramm IN ab, wel- 
ches dem kleineren AC gleich ist, so ist der Rest 
OL^EO und BA^ Z) £7 gleichwirkend mit IST/, ON, 
folglich /AT, LM 4ftkA BAy DC zusammen gleich- 
wirkend miiONy LMy d. i. mit EF^ OH. 

Baben zwei Paare, die von entgegengesetztem 
Sinne sind, einander gleiche Parallelogramme, ist, also 
der Unterschied der letztem null, so sind die Paare 
im Gleichgewichte, wie sogleich aus f. 21« in Verbin- 
dung mit f. 6. folgt. Aber auch umgekehrt können wir 
behaupten; Balten «ich zwei Paare in einer Ebene 
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das Gleiohgefpitht, so «iad M Toai entjse^rageMtBtem 
Sinne (§• 18.) und haben einondw gleiclie ParftUelo* 
grammei Dean fluide twisobea letztern ein fJatev* 
schied statt, so wären die Paare gleiohwirkend. mit 
eifern wizigen Padre, dessen Parallelegfamm diesem 
Unterschiede gleich wäre, und worden midiin nicht im 
deichgo Wichte «eym Sind folglich^ — ^ so können wiir 
nach §• 6. noch schliessen, ^«^ ewoi Paare in einer 
Ebene gleichwirkend mit einander^ so sind sie von einer^ 
lei Smne and haben ^nander gleiche Paralielogramme. 

Wenn endlidi, am noch den allgemeinsten Fdlfen 
berü^sichtigen, drei oder mehrere Pafire in einer Ebene, 
dite nidit von einerlei Sinne sind, znsamanengesetKt 
werden sdlen, so sondere man sie in zwei Gruppen, 
deren jede aus Paaren von mierlei Sinne besteht, und 
bestimme ison jeder dieser trappen das resultirende 
Paar. Die Zasammenseteung dieser zwei Paare, welche 
von entgegengesetztem Sinne sind, giebt alsdann das 
jresnltirende Paar des ganzen SysteiaSk FaHs aber die 
vwei Patte sich das Gleichgewicht halten, so ist auch 
das ganze System im Gleichgewichte, 

Eben so wenig, als ein einziges Paar, kann daher 
anoh kein System von Paäircin in mier Ebene mit einer 
einsigen Kraft gleiche Wirkung haben* 

Das Product ans dei^ einen der beiden Kräfte 
eines Paares In die Breite desselben, ^^ dieses Pro« 
dttot posiliv oder negativ genommen, nachdem das Paar 
einen positiven oder n^attven Sinn hat (4* 1^)> *^ 
vfiti das Moment des Paaren genannt. Das Moment 
ist Aafaer "nichts anderes, db der aritimetisch ansge« 
druckte fläeheainhak des ParaIjelo|^ninima, welches 
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voll den garaaetrisoh dargestelltea Kräften des Paares 
gebildet wird, imd vir können naeh dem, was in den 
zwei vorigen §§• Ton diesen Parallelogrammen erwiesen 
worden, sogleioh folgende Sätze aufstellen: 

Zwei Paare in einer Ebene^ welche einander 
{auch hdnnchtlieh der Zeichen) gleiche Momente ha* 
ben^ sind gleichwirkend $ und umgekehrt: Sind %wei 
Paare in. einer Ebene von gleicher Wirkungy mo ho- 
hen $ie gleiche Momente. 

Zwei oder mehrere sPaare in einer Ebene he^en 
gleiche Wirkung mit einem einxigen Paare in der- 
selben Ebene ^ dessen Moment der {^gebratschen) 
Summe der Momente ersterer Paare gleich ist. Ist 
aber diese Summe nully so hcdten sich die Paare 
das Gleichgewicht; woraus wir noeh, in Yerbindong 
mit dem vorigen Satze, umgekehrt sohliessenx 

Sind zwei oder mehrere Paare in einer Ebene 
gleichwirkend mit einem Paare in derselben Ebency 
so ist die Summe der Momente der erstem gleich 
dem Momente des letztem. Sind aber die Paare im 
Gleichgewichte^ . so ist die Summe ihrer Momente null. 

Die Resultate, zu denen die Theorie in einer Ebene 
wirkender Kräftepaare führt,, sind hiemaeb ganz denen 
analog, welche binsicbtlicfa einfacher in einer Geraden 
wirkender Kräfte gelten. Eben so, wie eine einfache 
Ejraft in der Geraden, worin sie wirkt, nach Belieben 
verlegt werden kann , so bleibt auch die Wirkung eines 
Paares unverändert, wenn nur seine Ebene und sein 
Moment sich nicht ändern; und ebenso, wie die Summe 
der Intensitäten von Kräften, die in einer Geraden 
wirken, der Intensität der Resultante gleich ist, und 
letztere in derselben Geraden wirkt, so ist auch die 
Summe der Momente von Paaren in einer Ebene dem 
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len mk JBj AB zidity, weldke /»C?, BC üi ^^ /^^ 
fiich'selWt i»bw in sehoeMeB^ so ist AMON ein 
RhomlMi«. ^ meHUMk ig| die Breite de« Paares. AB. 
CB das üfadke der Breüe de» Paares AM^ LN^ luid 
die Kräfte dee letztem eiiid die mfechea ¥00 AM^ 
ON. Na^ f. 1». 1«. i^t folglich das Paar AB^ CD 
gleieinrifkefid mit dem nfaebea des Paiures ABy LNj 
d. i. mil I» Paarea, deresv jedes dem AB^ ^LN gleieh 
ist und mit ihm .einerlei Sinn hat Das Paar AB^ ItN 
aber ist gleich wirkend mit dem »»fachen des Paares 
AM, ON (f. 19. b.y, felgfich AB, €D gleichwir- 
kend mit dem n . »tfachea Ten AMy ON.. Arf gleiche 
Art seigt' «oh durch Yermittelnng des Paares JfJT, 
DA, dass das Paar BC, DA mil dem «i.f^aditn 
des Paares MO)^ NA gleiche Wirkung hat^ ^ 04 aber 
AMON Irin Rhombus ist) so sind -^e Pai|re\^ilf, 
ON und MOy NA selbst ven ghwdier Wwbang> felg^*. 
lieh ao<di die j9». »fachen derselben ^ d* i. die Paare 
AB, CB mti BCy DA^ 

Ist endlich das VeAäliniss AB: AB (FJg.&> ir- 
rational , und wäre mcht AB^ CD gl<»elnr»kead mit 
BC, DA, ea nuisste siA AB dnrdi eifie andere Kr^ft 
zs mem Paare eeginzen lassen, das mU B€, DA 
gleiche Whrl&ttng hätte (f«.xl&). Diaps midere Kr^ft 
würde daher durch eine zwischen den Paralleten BCy 
AD enthaltette und mü CD parallele Linie EF dar- 
gestellt viardeii können, die, weil das. Paar ABy EF, 
eben sowie ABy CD, mit BC, DA einerlei Sinn ha» 
heu mias (ebend.), mit CLD auf eiawlei Seit# ifftuAB 
liegen müBste. Sey nun & ein zwischen C7.nnd JS 
so g^egener Snnkt^ dass B(f sn AB in ^eiaem - rih 
tionaen Verhältnisse steht. Man ziehe durch & eine 
Pasdl^ nut CDy wdohe AD in B schneide^ so siifd 
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nach dem Yorigen die Paftre AB^ GH »nd BOj HA 
mit einander gleicih^rkeiid) oder, was daeseibe' ist, die 
Paare AB<^ EP nod PE^ iff^znsamtnea von gleicher 
WirkQDg mit den Paaren BC^ DA m^ CGj HD in 
Yereinigüng/ Nach der Yoranssetzmig aber soll AB^ 
EP mit BC^ DA gteichwirlsend seyn, mitliin müsste 
es auoh PE, GH mit CGj HD seyn, welches nicht 
möglich istj da letztere- swei PaaM von entgegenge- 
setztem Sinne sind. 


f. 21. 

Lehrsatz. Zwei Paare m einer Ebene^ die 
einerlei Sinn haben^ und deren Kräfte sieh umäge- 
kehrt wie ihre Breiten verhalten^ sind von gleieher 
Wirkung. 

Weil ein Paar in seiner Ebene beliebig verlegt 
werden. kann, so l&sst sieh immer «inehmen, daes die 
Kvfifte des eiiien der beiden Paare die des anders 
schneiden, und dass folglich die Richtungen der vier 
Kräfte ein Parallelogramm ABCD {}^\%. &) bilden« 
8eyeii> demnach AB^ C7J9 die RichtUDgen der Kräfte 
dei» einen Paares, und, Krml beide Paare «inerlel Sinn 
haben sollen, BC^ DA die Richtungen der Kräfte des 
andern. Ans der Geometrie ist aber bekannt, dass 
sich zwei an einander stossende Seiten AB^ BC eines 
Parallelogramms umgekehrt wie ihre Abstände von den 
gegenüberliegenden Seiten, also umgekehrt . wie die 
Breiten d^r Paare AB^ CD und BCy DAy verhalten. 
Da nun hl demselben Yerhältnisse die Kräfte ier bei- 
den Paare stehen sollen, und da wegen der will- 
kflhrlkheQ Annahnle der Länge, durch welcke.die 
KrafteinÜieit ausgedrückt wkd, die JUmien ABy CD 
die Kräfte dea einen Paares, selbet vmrtfteHen 


\ 


I ' 


Von Kififiepaaren in einer Bbene. S9 

so 'sind alsdann die Kräfte d«s andern daroli'HC, MBA 
auszndrücken. Dass aber die Kräfte ABy CD oMt den 
Kräften MS^, BA gleiehe Wirlcnng hjaben, ist in $• 20. 

dargethan werden. 

- ■ ' ■ ■ • • 

Znsatz* Wenn in den zwei in einer Ebene lie- 

genden Parallelogramm en AC und 61 (Fig. 9.) eine 
Seite AB des einen und eine Seite OH des andern 
sieb umgekehrt wie ihre Abstäqde Ton den gegenüber- 
liegenden Seiten verhalten^ so sind nach dem jetzt Er- 
wiesenen die Paare AB^ CD und 6H^ IK von glei- 
cher Wirkung. Unter der gemachten Voraussetzung 
sind .aber die Parallelogramme AC und 61 bel^annt- 
lich Ton gleichem Inhalte, und umgekehrt^ und wir 

können dahör den jetzigen Satz sehn einfach auch fol- 

« 

gendergestalt in Worte fassen: 

Sind zwei Paare in einer Ebene von einerlei Sinne^ 
und haben die durch sie bestimmten Parallelogramme 
gleiehen Inhalt, so sind die Paare gleichwirkend. 

f. 22. 

Folgerungen. Smd AB^ CD und EF^ 6H 
(Fig. 10<) zwei Paare in einer Ebene, die einerlei Sinn 
haben, und constmirt man in ihrer Ebene ein Paralle- 
logramm IKLM^ dessen Fläche der Summe der Flächen 
der Parallelogramme AC und EG gleich ist, so wird 
das Paar /K, LM^ Ton deni ich annehme, dass es mit 
erstem Paaren einerlei Sinn hat, mit ihnen auch gleiche 
Wirkung haben. Denn theilt man das Parallelogramm 
IL durch eine mit /jK* gezogene Parallele 6^iV^in zwei 
Parallelogramme IN' tind 0//, so dass IJV^ss AC und 
folglich 0£i = E6 ist, so sind (f. 21.) die Paare 
ABy CD und EPy OB resp. gleichwirkead mit den 
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Paaren iK^ NO vmi ONy £,Mt d. i. mk dem Paare 

Man sieht nun leiobt^ das» wf gbicJbe Weise «noh 
drei und mehrere Paare in einer Ebene, üb vchI einerw 
lei Sinne sind, sieh zu einem Paare yereinigen lasseo. 
Man verzeichne nämlich in ihrer Ebene ein Parallela- 
gramm^ is^elches der ^umme der Parallelogramme^ 
die von den zusammenzusetzenden Paaren gebildet wer- 
den^ gleich ist, und es wird das durch dieses Parallelo- 
gramm bestimmte Paar, so genommen, dass es mit 
den gegebenen, Paaren einerlei Sinn hat, das resulti- 
rende seyn. 

Sollen zwei Paare IK^ LM und BA'^ DC von 
entgegengesetztem Sinne verbunden werdöii, so con- 
struire man ein Parallelogramm EFGH^ welches dem 
Unterschiede der Parallelogramme^ IL und AC gleich 
ist, wid das durch RG so bestimmte Paar EF^ OHy 
dass sein Sinn mit dem Sinne! desjenigen /JST, LM, 
der zwei i^fcgebenen Paare übereinkommt, dessen' Par« 
altelogramm das grössere ist, \ wird gleiche Wirkung 
mit den zwei gegebenen haben« Denn schneidet man 
tOfi.dem grSssern Parallelogramme IL durch eipe Par- 
dlele ON^ mit IK ein Parallelogramm IN ab, wel- 
dbes dem kleineren AC gleich ist, so ist der Rest 
QL^EQ und BA^ DC gleichwirkend mit JE/, »N\ 
folglich IKy LM nni BA^ DC zusammen gleichwii)? 
kend mit OJV, LM, d[ i; mit EF, 6H. 

Haben zwei Paare ^ die von entgegengesetztem 
fiSnne sind, einander gleiche ParallekgrammeV ist also 
der Unterschied, dör leiMerp null, so sind die Pliare 
im Gleichgewichte, wie sogleich ans §• ZU in YerbiD- 
dong mit §• 6. folgt Aber auch umgekehrt kpnnen wir 
b^liaupten: Halten sich zwei Paare in. «wer Ebene 
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Momente des resiiltirenden Paares gleich, und die Ebene 
desselben einerlei mit der Ebene der erstem. Der Ge- 
raden, in welcher eine einfache Kraft inrkt, ihrer Rich- 
tung in dieser Geraden und ihrer Intensität entspricht 
demnach bei einem Paare die Ebene, worin es enthal- 
ten ist, sein Sinn in dieser Ebene nnd sein Moment. 
Das Paar ist folglich ganz dasselbe für die Ebene, was 
die einfache Kraft für die gerade Linie ist. — Etwas 
Analoges für den Raum von drei Dimensionen exi- 
stirt nicht« 

Gleichgewicht zwischen drei Kräften 

in einer Ebene. ' 

♦.24. 
So speciell auch der Gegenstand scheint, dessen 
Theorie wir so eben entwickelt haben, indem nur solche 
Systeme von Kräften betrachtet wurden, bei denen 
zn jeder Kraft eine zweite ihr gleiche, parallele und 
entgegengesetzte gehörte, so ist doch die Theorie die- 
ser Kräftepaare der Schlüssel zn^ allen fernem Unter- 
suchungen über das Gleichgewicht. 

Alle statischen Untersuchungen können in ihren 
Elementen auf Zusammensetzung von läoräften, die sich 
entweder parallel sind, oder sich in einem Punkte be- 
gegnen, und auf die umgekehrte Operation der Zerle- 
gung der Kräfte zurückgebracht werden. Es wird da- 
her schon im Voraus der Nutzen der Theorie der Paare 
erhellen, wenn wir zeigen, wie mit Hülfe derselben sich 
ganz einfach die Regeln ergeben, nach denen von s^wei 
Kräften, die entweder mit einander parallel isind, pder 
sich schneiden, die Resultante gefunden werben kann. 
Seyen AB^ CD und KL^ MN zwei Paare in 
einer Ebene, die eipander das Gleichgewicht halten 
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^and daher von entgegenge^etetem Sinne sind. Man 
verlege sie, was nnbesohadet des Gleichgewichts immer 
geschehen kann ($. 17.) ^ in der Ebene so, dass die 
Richtung einer Kraft CD des einen Paares mit der 
Richtung einer Kraft KL des andern Paares in eine 
und dieselbe Linie fallt, und dass diese zwei Ricb- 
tungen einerlei, nicht einander entgegengesetzt, sind 
(Fig* 11.) 9 — obwohl auch die letztere Annahme zu 
demselben Resultate, wie die erstere, fuhren würde. — 
Somit sind die anfanglichen Tier Kräfte auf drei redn- 
cirt; ABy MN und KL + CD^ von welchen die dritte 
der Summe der zwei ersten gleich ist, die zWei ersten 
aber, wie man Jeicht sieht, auf Torschiedenen Seiten 
der dritten liegen und eine der dritten entgegengesetzte 
Richtung haben. Nächstdem aber verhalten sich AB 
und MN umgekehrt wie die Breiten der beiden Paare 
(§• 21.), d. i» die beiden ersten Kräfte umgekehrt wie 
ihre Abstände von der dritten. 

Wenn daher von drei parallelen Kräften in einer 
Ebene 1) die mittlere eine den beiden äussern entgegen- 
gesetzte Richtung hat und 2) der ^nmme der änssem 
gleich ist, und wenn sich 3) die äussern umgekehrt wie 
ihre Abstände von der mittlem verhalten, so herrscht 
Gleichgewicht« Denn man wird immer nach Anleitung 
des Vorigen ein solches System in zwei einander das 
Gleichgewicht haltende Paare zerlegen können, 

#. 25. 

Die -eben gefundenen drei Bedingungen für das 
Gleichgewicht dreier paralleler Kräfte in einer Ebene 
lassen sich noch etwas kürzer und damit für die An- 
wendung brauchbarer darstellen. 

Zu dem Ende werde hier, so wie auch immer in 
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dem Folgenden^ bei Bezeiohnaiig eines Abech&itte einer 
Geraden durch Nebeneinanderstellmig der zwei an^ die 
Enden des Abschnitts gesetzten Buchstaben die durdb 
diese Stellung zugleich angedeutete Richtung berüdc- 
aehtigt^ so dass je zwei Abschnitte einer und derselben 
Geraden mit einerlei oder entgegengesetzten Zeichen 
genommen worden ^ nachdem die durch die Bezeichmui*- 
gen der Abschnitte ausgedrückten Richtungen eineriri 
oder einander entgegengesetzt sind; dass daher Unmer 
jiB+ BA=:0^ und dass, wenn^i, By C? drei in einer 
Geraden befindüehe Punicte sind, mag C zwischen A 
und By oder ausserhalb auf der Seite Ton ui^ oder der 
Seite TOB B liegen, man immer AB + BC+ CA = 0, 
ABJ^BC:s=,AB^€B^BC-^BA^ACy u, s. w. hat 

Dieses voraus bemerkt, nenne man die beiden äussjem 
Kräfte /^ und Q, die mittlere» J?, welche man, weil sie 
nach der ersten Bedingung die entgegengesetzte Rich- 
tung Ton P nnd Q hat, als negativ betrachte, wenn 
man P^ Q positiv nimmt. Alsdann ist zufolge der 
zweiten Bedingung: P+ö = — Ä, oder P+Q + M 
=atO. Man ^iehe femer in der Ebene der Kräfte eine 
ihnen nicht parallele Gerade, welche von den Rich- 
tungen von Pj Qy H resp. m F^ Oy H geschnitten 
werde, so haben die Abschnitte HF und GH einerlei 
Zeichen und sind den Abständen d^ P und. Q von R 
proportional* Es verhält sich daher zufolge der dritten 
Bedmgung: . V 

Piü — ÖHi HFy also auch 
P.iP+a=—B)^GHi{GH+HF=GF)y also 

P:B = GHiFGy 

und in Yerbindong liut der ersten Proportion: 

P'.d'.BzszGBiHFtF&y 
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60 dass jede der drei Kräfte dem gegenseitigen Ab- 
stantde der beiden andern* proportional ist 

Da hierin jede Kraft und ihr Durchschnitt nfit der 
geraden Linie auf gleiche Art vorkommen, nämlich 
P und F eben so wie Q, und &, eben so wie H und 
Uy so ist es gleichviel, welche der drei Kräfte wir als 
die mittlere ansehen, und wir können unsern Satz ganz 
einfach so ausdrücken: 

Zwischen drei parallelen Kräften P^ Q,^ R in 
einer Ebene herrscht Gleichgewicht^ wenn sie eine 
gerade Linie in Fy O y H so schneiden^ dass PiQill 
= GBl HF. Fe. 

In der That folgt daraus P+Q + B = Oy weil 
immer GJff+ffF+FG = Oy in welcher Ordnung 
auch Fy Gy H in der Geraden auf einander fol- 
gen mögen. Es muss^ daher eine der drei Kräfte 
nach der entgegengesetzten . Richtung der beiden ao- 
dem wirken, und, absolut genommen ^ der Summe 
der andern gleich seyn. Sey, wie vorhin, M diese eine 
Kraft, so haben, vermöge der Proportion, GH und 
JBF einerlei Richtung , FG die entgegengesetzte. Es 
muss folglich H zwischen F und 6r, also M zwischen 
P und Q liegen. — Eben so würde man P zwischen 
Q und Ä liegend und der Summe von ß und Ä, ab- 
solut genommen, gleich gefunden haben, wenn man'/* 

nach der entgegengesetzten Richtung von $ und it hätte 
wirken lassen. 

r 

§. 26. 

Zusätze, -a. Eine .der Kraft Ä gleiche und ge- 
rade entgegengesetzte Kraft /t = — B=:P+Q ist 
die Resultante von P und «. Sollen daher iwei gege- 
bene parallele Kräfte P und <{ in eine zusammenge- 


Voji Kiaftepaaittii in einer Ebene« 37 

setzt werden, so ziehe man in ihrer Ebene eine gegen 
ihre Riehtnngen beliebig geneigte Gerade und nenne 
F^ O _die Dnrchsohnltte derselben mit Py Q. Man theilo 
nun die Gerade FG in ^so, dass &ffi£iF=FiQ. 
Naoh der Regel der Zeichen fällt dieser Punkt H ent- 
weder zwischen F und G, oder ausserhalb und zwar 
auf die Seite von F^ (wo absolut Gff^ HF^) oder auf 
die Seite von Gy (wo absolut 6^iGr<^ J7J^,) je nachdem 
P und Q einerlei Zeichen y d. i. einerlei Richtungen, 
oäer entgegengesetzte haben und nachdem alsdann P 
absolut grösser oder kleiner als Q ist Eine durch H 
mit P und ü parallel gelegte Kraft Bf^P+Qy die 
daher im ersten jener drei Fälle die gemeiuschaftliche 
Richtung Ton P und $ hat und der Summe Ton P 
mid Q, gleich ist, in den beiden andern nach der Rich- 
tung der jedesmal grossem, P oder Qy wirkt und der 
Differenz von P und Q gleich ist,* wird die verlangte 
Resultante seyn. 

b. Nur in dem Falle kann der Punkt H nicht an- 
gegeben, also auch die Resultante von P und (l nicht 
constrnirt werden, wenn /*= — Q ist, d. i* wenn die 
zwei zusammenzusetzenden Kräfte ein Paar ausmachen 
(vergL $.18. Zus.). Denn alsdann wird R^=zOy und 
GH'.HF^ii — iy also GH.FH^tziy welcher 
Proportion, da iP und G nicht zusammenfallen sollen,« 
sfi^eng genommen, nicht Genüge geschehen kann, der 
man aber um so näher kommt, je weiter man H in der 
Linie FG nach der einen oder andern Seite hinaos- 
räckt. -Denn hierdurch nähern sich die 'Verhältnisse 
GHi /'J7=P3 — (t immer mehr der Einheit, und ß^ 
wird gegen P und Q, immer kleiner. In der Sprache 
der Analysis ist daher die Resultante eines Paares eine 
Kraft =0 in uaendUcher Entfernung. 
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e* Salt umgekehrt eme gegebene Kraft B^ss-^R 
in zwei andere mit ihr parallele imd in derselben Bbena 
enthaltene Erftfite P nnd Q zerlegt werden, so sehneide 
eine gerade Linie die QUchtnng Ton M^ und die eben- 
falls als gegeben Torausznsetzenden Riohtongslinien Ton 
P und Q in den Punkten 17, F, &, und man hat nach 
dem Vorigen die Gleichungen: 

^ Off' HO ^, o^^^ Ä-^^ K 

wodurch mit gehöriger Rücksicht auf die Vorzeichen 
der Abschnitte FG u» s. w« die Intensitäten von jP und 
Q und ihre Richtungen in Bezug auf B^ vollkommen 
bestimmt werden, * ^ 

#.27. 

Mittelst ' der Theorie , 4er Kräftepaare wollen wir 
jetzt noch die Resultante zweier sich schneidenden Kräfte 
zu bestimmen suchen. Seyen diese Kräfte durch FA^ 
FB (Flg. 12.) dargestellt Die ihnen das Gleichgewicht 
haltende Kraft, deren -Richtung ebenfalls durch jPgeht 
und in den Scheitelwinkel Ton AFB fällt (Grunds. V. 
u. Vn.), sey FC. 

Man ergänze den Winkel AFB zu einem Paral- 
lelogramm AFBD^ so ist das Paar jPJF, DB gleich- 
wirkend mit dem Paare AD^ BF. ($. 20.). Folglich 
sind auch die Kräfte FA^ FB gleidfaiwirkend mit de^i 
Kräften AD^ i7/l, folglich die durch F gehende Re- 
sultante der beiden erstem Kräfte gleichwirfcend mit 
der durch D gehenden Resultante der beiden, letztem $ 
mitUn ist FD die gemeinschaftliche Riditung der beiden 
Resultanten. Da nun wegen des Gleichgewichts zwi- 
schen FA^ FBj FCy durch CF die Resultante Ton 
FAy FB dargestellt whrd, so mflssen FD und FC 
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IQ dieselbe Gerade fialleiL Eben so wiid bemesen^ dass^ 
wenn man den Winkel AFC so einem Parallelögran^m 
4 FC JE YoUmdety die F^ in die Verlängening von 
EF fällen mnss. 

Hiernach i&i.AD mit FB sowohl ^ als auch mit 
EF^ und AE mit FC sowphl^ als mit DFy parafiel. 
Folglich ist anch AD FE ein Parallelogramm , mithin 
FD s EA = CF=i der Resultante von FA und FBy 
und es vnrd daher diese Resultante durch FD nicht 
allein der Richtung, sondern aij^ch der Grösse nach 
ausgedruckt «-<- Dies gieht den berfihmten Satz vom 
Parallelogramme der Kräfte: 

Schneiden nch die JtieJiiungen meeier Kräfte, so 
iity wenn man pom SehneidepunJkte aus auf die Rick' 
tangen den Kräfien proportionale Linien trägt und 
diese xweilAnien jsu einem ParaUelogramm ergänzt^ 
die durch den Sehneidepunkt der Kräfte gehende 
Diagenale des' FaraUelt^amtae ihrer Miehtung und 
Grosse nach die BesuHante der beiden Kräfte. 

♦• 28. 

Zusätze, ß. Soll eine gegebene Kraft FD in 
zwei andere durch F gehende und nach gegebenen 
Riditungen FO\ FH wirkende Ejräfte zerlegt werden, 
so zidie man durch D mit jPJST, FQ^ Parallelen, welche 
FQ^ FH resp. in A^ B schneiden, und FA^ FB 
werden die gesuchten Kräfte seyn« 

b. Die Kräfte FAj FB^ FC sind resp. den Sei- 
ten FAy AD^ DF des Dreiecks DFA gleich ^ und 
kommen anch'ihren Btichtungmi nach mit denselben übcN 
rin« Sind daher drei Kräfte bloss ihrer Intensität nach 
gegeben, und will man sie dei^estalt anf einen Punkt 
F wirken lassen, does sie einandet das Gleichgewicht 
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halten, so construire man aus ihnen ein Dreieck DP^y 
und es iverden die durch F^ mit den Seiten des Drei- 
ecks gleich und parallel gelegten Kräfte JP^, F^B^^ 
F'C mit einander im Gleichgewichte seyn. — Kann 
aus den drei Kräften kein Dreieck construirt werden, 
ist also eine Kraft grösser, als die Summe der beiden 
andern, so ist auch zwischen ihi^en, wenn sie auf einen 
Punkt wilrken, auf keine Weise Gleichgewicht möglich. 
€. In dem «us den drei Kräften gebildeten Dreiecke 
BFA smd die Winkel ADF^ DFA^ FAD resp. 
den Nebenwinkeln gleich von denen, welche die auf F 
oder F^ wirkenden Kräfte mit einander machen, d. i. 
den Nebenwinkefai von BFCj CFA^ AFB. Alle 
zwischen dto Seiten und Winkeln eines Dreiecks aus 
der Trigonometrie bekannten Relationen find^i daher 
auch beim Gleichgewichte dreier auf einen Punkt wir- 
kender Kräfte zwischen ihnen selbst und den Supple- 
menten der yon ihnen mit einander gebildeten Winkel 
statt. Es T^hält sich daher beim Gleichgewichte: . 
FAiFBi FCz=^smBFCt sinCFAi sinAFB^ 
d. h. jede Kraft ist dem Sinus des von den z^ei andern 
Kräften gebildeten Winkels proportional, — auf ana- 
loge Art, wie bei drei parallelen Kräften im Gleich- 
gewichte jede Kraft mit der gegenseitigen Entfernung 
der beiden andern im Verhältnisse war. Diese Aehn- 
lichkeit der Gesetze für beiderlei Arten von Gleichge- 
wicht rührt, wie man leicht wahrnimmt, daher, dass 
parallele Kräfte auch als solche angesehen werden 
können, die sich in unendlicher Entfernung unter un- 
endlich kleinen Winkeln schneiden, und dass die Sinus 
dieser Winkel den gegenseitige^ Abständen der Paral- 
lelen proportional zu achten sind. Man hätte dahw das 
Gleichgewicht zwischen parallele» Kräften audi nnmit- 
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telbar aus dem Glei^Agewichte zwischen Kräften, die 
sich in einem Punkte treffen, als den Gren2fait''d]eses 
letztem^ ableiten kdnnen. 

Gleichgewicht zwischen vier Kräften 

in einer Ebene. 

f29. 

Die eben erhaltenen Sätze vom Gleichgewichte zwi- 
schen drei Kräften in einer Ebene, sind, wie sich zeigen 
lässt, hinreichend, um die Bedingungen des GleichgCr 
wichts fiir irgend 6in System auf einen freien Körper 
wirkender Kräfte zu entwickeln« Indessen werde ich, 
um zu diesen allgemeinen Bedingungen zu gelangen, 
von jenen Sätzen keinen unmittelbaren Gebrauch machen, 
sondern, von der Theorie der Paare ausgehend, einen 
mehr analytischen Weg einschlagen, auf dem sich zu- 
letzt jene Sätze, als die speciellsten Fälle der allge- 
meinen Resultate, wieder finden werden^ -— Mag hier 
nur noch eine einfache Anwendung des Parallelogramms 
der Kräfte auf ein System von vier Kräften in einer 
Ebene eine Stelle finden* 

Yen vier in einer Ebene wirkenden Kräften sind 
die Richtungen gegeben; man soll hieraus unter der 
Voraussetzung, dass sich die Kräfte das Gleichgewicht 
halten, die Verhältnisse ihrer Intensitäten finden. 

Vier in einer Ebene enthaltene Gerade bestimmen 
im Allgemeinen drei Vierecke, bei deren einem von 
keiner Seite oder der Verlängerung derselben die ge- 
genüberliegende Seite inneriiolb ihrer Endpunkte ge- 
schnitten whrd. Sey AB CD (Fig. 13.) dieses eine 
der drei Viereoke, welche von denlUehtongen der vier 
Kräfte gebildet wtrden. 


>^' 
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Die Krifte in den Linien AB^ BCy CD^ DA 
lieinien reip« pj q^r^t^ die RBsnltante von p nnd q^ 
welohe dnroh B geht, heisse t^ nnd die dnreh Z> ge- 
hende Resultante von r nnd # nenne man u. Weil p^ 
99 r^ #9 folglich auch $ und t#, mnander das Gleich- 
gewicht baltMi sollen y so sind t und t» einander gleidi 
nnd wirken in der Diagonale BD nach entgegengeseta&- 
ten Richtungen. Nimmt man daher ABj nicht BAy 
als die Richtung von p^ w muss, damit die Resultante 
t innerhalb des Winkels von p mit {r fallt, CB die 
Richtung Ton g seyn. DB ist dann die Richtung von 
ty folglich BD die von u^ nnd CDy AD die Rich- 
tungen von r, #. 

Man constnure nun ein Dreieck^ dessen Seiten 
üby bcy ac mit AB^ CBy DB^ als den Richtungen 
von py tf, t parallel sind, so verhalten sich ($.28. b.) 

pi git:=sa6i beiac^ 

nnd eben so ist, wenn man über ab ein zweites Dreieck 
beschreibt, dessen Seiten da nnd db mit AD und A C^ 
als den^ Richtungen^ welche # nnd die Resultante von 
p nnd ß haben, parallel, sind : 

p:s=sabtday 
fdglieh sit=daiae. 

Da ferner #, f , r sicdi das Gleichgewicht halten, 
nnd daf ae mit den Richtnng«i der Kräfte #, t par- 
allel^ ilmen aelbst aber erwiesenermassen proportional 
sind, so bt od der Kraft r parallel nnd es verh&ltsicb: 

sirsszdai ed^ 

mid somit sind die TeiMUtnisse swisdien den Intenri- 
täten der Kräfte gefunden. 

Bemerkt man hierbei noch, dass das Vieredc abed 
an dem Viereck ABCB in derselbeii Besiehnng steht, 


- \ 
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wie lefrtara« so «nterem, und dass^ wenn fieRMitong 
TOD p gleiehkrafend mit oiy nicht mit ia ist, die Ridi- 
tong Ton ^ gleiehlanfend mit Scy nidit mit ci, gwoera- 
mm werden ma«B n. s. w., so kann man das eiMltene 
Resultat folgendergestalt ansdrüokens 

Wenn von %w&i ebenen Vierecken ABCD und 
abed die Diagonalen dee einen mit den ungtetehno" 
migen Diagonalen des andern^ d* i. AC mit bd und 
BD mit ac^ und drei Seiten DAy AB^ BC dee 
einen mit den gleiehnamigen Seiten da^ aby be des * 
andern penrallel eindj so sind auch die xwei übrigen 
Seiten CD und cd einander parallel $ und vier Kräfte^ 
deren Intensitäten den Seiten des' einen Vierecks 
proportional sind^ und deren Biehtungen in die ent" 
sprechenden Seiten des andern Vierecks /aUen und 
dabei mit den im ersten Vierecke durch die Aufein^ 
mder folge der Ecken bestimmten Biehtungen der 
Seiten übereinstimmen y halten einander das OMeh^ 
gewicht. 


Drittes Kapitel 

Vom Gleicl^pewidite swisdien Kriften in i^ner 

Ebene tiberhanpt. 

Bei Untersuohiingen über das Gleiohgewicht eines 
Systems .von KrSfien in einev Ebene verstebe man nnter 
dem Momente einer Kraft in Beflsng anf einen 
Pnnkt der Ebene das Moment des Paares, we|lobes 
ton d» Ejraft nnd einer ibr gleichen, paralielm mid 
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eiri^egeiigesetstea dnridi den Punkt gelegten Kraft ge- 
bildet ¥fird. Der geometrische Austenok des Momentes 
der Kraft AB in Be^ug auf den Punkt M tat daher 
das ParaUelogramm,' %a welchem sich das Dreieck 
MAB ergänzen liisst, oder das Doppelte dieses Drei- 
ecks* Der nnmerisehe Werth des Moments aber ist 
das Product aus der Kraft in ihren Abstand von dem 
Punkte, und dieses Product ist nach §. 23. und %. 16. 
positiv oder negativ. zu nehmen, je nachdem die Rich- 
tuDg der Kraft, von dem Punkte ans beobachtet, von 
der Rechten nach dei; Linken z. B« oder von der Lin- 
ken nach der Rechten gebt, oder, was dasselbe ist: 
je nachdem, wenn der Punkt unbeweglich wäre, die 
Ebene um ihn nach der einen oder andern Seite zu von 
der Kraft gedreht werden würde. 

Das Moment einer und derselben Kraft ist demnadi 
ihrem Abstände yon dem Punkte, worauf sie^ bezogen 
wird, proportional, und kann nur für solche Punkte von 
gleicher Grösse seyn, die in einer mit der Kraft gezo- 
genen Parallele liegen. Für zwei Punkte, die auf ent- 
gegengesetzten Seiten der Kraft sich befinden, haben 
die Momente entgegengesetzte Zeichen, und für einen 
in der Richtung der Kraft selbst gelegenen Punkt ist 
das Moment =0« Für drei Punkte endlich, die nicht 
in« einer Geraden liegen, kann es keine Kraft geben, 
die in Bezug auf dieselben der Grösse und dem Zeichen 
nach gleiche Momönte hätte. 

§. 31. 

Was WUT in dem vorigen Kapitel das Moment eines 
Paai'es genannt hab^n, ist nichts anderes, als die 
Summe der Momente der zwei das Paar bildenden 
Kräfte in Bezug auf einen beliebigen Punkt der Ebene 
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des Paares. Denn sind AB^ CD (Fig. 14.) die .zwei 
Kräfte eines Paares, und M der. Punkt ihrer Ebene, 
auf weloben sie bezogen werden sollen, so ist, weiiB 
man durchl M eine der Kraft AB gleiche, parallele ' 
und entgegengesetzte Kraft PO legt, das Moment von 
AB m Bezug aof itf, gleich denr Momente des Paares 
ABy FGj und das Moment von CD in Bezug anfü/^ 
gleich dem Momente des Paares C/>, &Fi folglich 
die Summe der Momente von ^J9 und CD in Beziig 
auf ilf, gleich der Summe der Momente der Paare 
AB, FG und CD, GF, gleich dem Momente des 
Paares ABj CD^ da die Paare AB, FG und CI>, 
GF zusammen, gleich wirkend mit dem Paare AB, 
CD sind. 

Em Kräftepaar besitzt demnach die merkwürdige 
Eigenschaft^ dass die Summe der Momente seiner Kräfte 
ganz unabhängig von dem Punkte ist, worauf die Mo- 
mente bezogen werden. Es ist diese Summe dem Mo- 
mente der einen Kraft selbst gleich, wenn man das- 
selbe auf einen in der Richtung der andern Kraft lie- 
genden Punkt bezieht. 

^0 wie übrigens diese constante Summe der Mo- 
mente von den Kräften eines Paares in dem Vorigen 
das Moment des Paares selbst genannt wurde, so soll 
auch in der Folge die Summe der Momente von den 
Kräften eines beliebigen Systems in Bezug auf einen 
gewissen Punkt der Ebene, worin das System enthalten ^ 
ist, das Moment des Systems in Bemehung auf 
diesen Punkt heissen. 

#• 32- 

Dieses Torausgesehickt, seien AB, CDy EF^^.. 

(Fig. 15.) mehrere in einer Ebene nach beliebigem Rieh- 
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taugen irifkende Kräfte. Durch eioen willkiili^cb in 
der Ebene genonmenen Punkt M lege man jtJB^y (TUf^ 
EF\... resp. den Kräften AB^ CD^ EP^... gleich, 
pnnrilel und nach entgegengesetEten Richtongen«. Als- 
dann ist das System der Kräfte AB^ €Dy JSJP^..» 
welches der Kürze wiUen S genannt werde, gleidh 
wirkend mit dem Systeme der Paare AB^ ABf\ CD^ 
ay-, i?iP, JB'JP';..., welches flF^heisse, in Yerbio. 
düng mit dem Systeme der durch den Punkt M gehen- 
den Kräfte BTA^^ I/C^ PE^...^ weldies man F 
nenne 5 indem sich in den beiden letztem Sjrstemen die 
Kräfte A'»^ CJy^... mit iT^, ETC^... aufheben, 
und bloss die Kräfte A B^ CD^ . • . des ersten Systent 
fibrlg bleiben. — Hinsichtlich des Gleichgewichts kön- 
nen nun dabei folgende vier Fälle eintreten: 

1) Jedes der beiden Systeme V und W ist für 
sidi im Gleichgewichte, mithin auch S. 

2) F' ist für sich im Gleichgewichte, nicht aber 
W. S ist dann gleichwirkend mit ¥¥^j und hat daher 
ein Paar zur Resultante (§. 23.). 

3) IV ist allein im Gleichgewichte« Alsdann ist S 
gleichwirkend mit Vj hat also zur Resultante eine ein- 
fache Kraft (§.9. Y.). 

4) Weder V noch W ist im Gleichgewichte. Die 
einfache Krafi^ streiche dann F, und das Paar, weldies 
fV zur llesultante hat, lassen mh aber wieder zu einer 
einfachen Kraft (§» 18.) Husammensetzen, welche die 
Resultante des mit V und ¥¥^ gleichwirkenden S ist 

Wir ersehen hieraus, dass ein System S Ton Kräf- 
ten in einer E!bene entweder im Gleichgewichte ist, oder 
ein Paar, oder eine einfache Kraft zur Resnkante hat« 
Zugleich aber sind wir damit in den Stand gesetzt 
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die Bediogimgeii anzugeben, tmter denen diese drei 
Fälle einzeln statt finden. 

Soll zuerst in dem Systeme S Gleiohgeinelit herr- 
sehen, so ist dieses nieht anders mdglioh, als wenn 
Ton den Systemen V nnd VF' jedes für sieh im Gleioh- 
gewiohte ist. %nd aber die Paare ABj JtB^\ CDj 
Ciy\ . ., 9 ans denen W besteht, im Gleiohgewiehte, 
80 ist die Summe der Momente ^dieser Paare ttvXL 
(§• 2S.). Da lina das Moment des Paares AB^ JPB^ 
einerlei mit dem Momente der einfachen Kraft AB \a 
Bezog auf dfgi in A'B^ liegenden Punkt M ist (f. 31.), 
and dasselbe auch rüolcsichüioh der übrigen Paare gil^ 
so ist. die Summe der Momente von ABy CD^ EP^ 
oder kurzer, das Moment des Systems S (§.31.), in 
Bezug auf üf, null; also:* 

A. iMt ein System van Kräften^ die in einer 
ESene nacA beliebigen Riehtungen teirkeny im OleieA^ 
geUficAtey so ist das Mement des Systems för jeden 
Punkt der Ebene nuU. 

Aus swei mit einander gleiehvirkenden Systemen 
von Kräften läsM sich immer mn im Znstande des 
Gleichgewichts befindliches System bilden, wenn man 
die Kräfte des einen der beiden Systeme mit entgegen- 
gesetzten Richtungen den Kräften des andern hinzufügt 
Da nun zwei einander gleiche und gerade entgegenge- 
setzte Kräfte in Bezug auf denselben Punkt offenbar 
auch gleiche und entgegengesetzte Momente haben, so 
können wir den yorigen Satz auch folgender Weise 
ausdrnckmi : 

Zwei gleiehwirkende Systeme ven Kräften in 
einer Ebene haben in Bezug auf einen und denselben 
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beliebigst Punkt der Ebene gleiche MameiUe. — 
Das Moment eines Systems, ^reiches ein Kräftepaar, 
oder eine einfache Kraft zur Resultante bat, ist daher 
dem Momente des Paares, oder der einfachen Kraft 
gleich; also mit Berücksichtigung der Eigenschaften 
dieser letztern Momente (§§. 3Q. 31.): 

B« Hai; ein in einer Ebene ent/saltenes System 
ein Kraftepaar xur ßesultantey so ist das Moment 
des Systems för^ keinen Punkt der Ebene nuU^ Jür 
alle €iber von einer und derselben Grosse. 

C. Medudrt sieh das System auf eine einzige 
Kraß;^ so sind seine JUofnente nur für diejet^en 
Punkte der Ebene fmll^ welche in de^ Resultimte 
äelbst Jiegeny und überhaupt sind die Iftomentej welche 
iias System für irge^ drei^ nicht in. einer Geraden 
liegende Punkte hat^ nicht aUe drei einander gleick 

Da es ausser diesen drei Fällen A., B« und C. kei- 
nen andern noch giebt, so ist es gestattet, auch um- 
gekehrt zu schliessen: 

A*. Haf man ein System von Kräften in einer 
Ebene ^ und sind für drei Punkte der Ebene^ welche 
nicht in einer Geraden liegen^ die Momente des Sy- 
stems einzeln nully so ist das System ün Gleiche- 
Wichte y und sein Moment -emch für Jeden vierten 
Punkt der Ebene null 

B K Sind für gedachte drei Punkte die Momente 
nickt nully jedoch von gleicher Grösse ^ jso redudrt 
sich das System, auf ein Kräftepaar ^ und sein Mo- 
ment ist für jeden vierten Punkt der Ebene von der- 
selben Grösse. 

C*. Wird keine dieser beiden Bedingungen er- 
füllt^ so, hat das System eine einfache Kraft xur 
Resultemte. 
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Um Ton dem Yotigeo eine einfache und ;zngl«ich 
ftir das Folgende nutsbbare Anwendung zu maoben, wollen 
wir bei dem Parallelograinm OACB (Fig. IQ.) das 
Moment der drei durch OA^ OB^ CO dargestellten 
Kräfte In Bezug auf die drei Puncte O^ A^ B he*^ 
trachten. 

Weil tO ein Punkt in der Richtung jeder der drei 
Rräfire ist, ^o ist in Bezug auf ihn das Moment jeder 
derselben ==0^ also auch die Summe dieser Momente 
oder das Moment der drei Kräfte siO. 

In Bezug auf A sind die Momente Ton OB nnd 
CO einander entgegengesetzt und, ihrem absoluten 
Werthe nach, einander gleich, weil es die Dreiecke 
ÄOB und ACO sind, deren Doppelte diese Momente 
uustirücken. Es ist mithin die Summe derselben =0, 
nnd da in Bezug auf A das Moment Ton OA^ = ist, 
so ist für A das Moment aller .drei Kräfte gleich- 
falls =0, 

Eben ao wird bewiesen, dass auch in Bezug auf 
den Punkt B das Moment dieser Kräfte c=sO ist.- 

Da also für jeden der drei Punkte Oy Aj B das 
Moment der drei Kräfte null ist, und diese Punkte dicht 
in einer Geraden liegen, so sind die Kräfte imCiIeich« 
gewichte, und ihr Moment auch für jeden vierten Punkt 
ihrer Ebene nuM, oder, was' dasselbe auadröckt: OC i9t 
die Resultante von OA und OB (f. 27«) und für jeden 
Punkt H in der Ebene dieser Kräfte ist die Summe 
der Dreiecke ÜOA und NOB dem Vreieeke BOC 
gleich; d. h« 

Von drei Dreiecken in einer ßhene, welche eine 
gemeinschaftliche Ecke JS und ^^ gegeifiiMbersteVien- 
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den Seiten zwei aiistossendo Seiten O^ und OB^ 
und die' durch derselben gemeinschaftiiohe Ecke 
gebende Diagonale OC eines Parallelogramms ha- 
ben^ ist die Summe der beiden ersten Dreiecl^e JBOJ 
und ßOB dem dritten HOC gleich. . 

Nnir hat man in dieser Formel^ wenn eie allgemein 
Gültigkeit haben soll, stets die Vorzeichen der Dreiecke 
gehörig mit zu berücksichtigen, und, nach der in §. 30. 
fiir dieMomente gegebenen Regel, jedes Dreieck positiv 
iod^r negativ zu nehmen, nachdem, von der in seiDem 
Ausdrucke zuerst gesetzten Ecke Jff aus, die Ricbtang 
von der zweiten nach der dritten nach rechts z. B« oder 
nach links gehend erscheint. So haben in Fig. 16. 
die drei Dreiecke HOA, HOB, HOC einerlei Zei- 
eben; dagegen liegt in Figl6^ der Punkt £f so, dass 
dem Dreiecke HOB das entgegengesetzte 2«eichen der 
beiden übrigen zukommt* 

Aueii in dem Folgenden bat man, wenn Dreiecb- 
fiächen durch Nebeneinanderstellung der die Ecken 
liezeiohnenden Buchstaben ausgedfiickt werden, aafdie i 
Ordnung der Buchstaben immer mit Rücksicht zu ncli- | 
men und hiemach das Vorzeichen der Fiäobe zu beor- i 
theilen* Bf an lasse nämlich ^ wais mit der vorigen Be- 
stimmnng auf dasselbe hinauskommt, um den im Aa»- 
drdcke zuerst gesetzten Punkt eine von ihm ausgehende 
Gerade sich dergestalt drehen , . dass ihr Endpunkt von 
dem zweiten nach dem dritten Punkte des Ausdrucks 
fortgeht, sie selbst also die Fläche des Dreiecks be- 
schreibt; und je nachdem der Sinn dieser Drehung mit 
dem voraus festgesetzten positiven Sinne der Dreboug 
in der Ebene übereinstimmt oder nicht, lege man der 
Fläche einen positiven oder Aegativen Werth bei« 
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Wie man Ifficbt giehtj bsban fawmaob Tooden socbs 
mligiichen Atudhiöken 

jtßCy BCAy CAB^JVB^ BAC» €BA 

für «ine DreiecksSücho, dereo' Ecken A^ Bj C sind, 
diu drei erBtoren einerlei Zeichen, die drei letzteren aber 
das äntgegengesetzte der ersteren. 

■' %,a&,' ' ^■'"'''■' 

Zasätze. a. Der geotoetriache Satz dea Torigen 
f. kann nocb f^Itjendergestult au8g«driiekt werden: Legt 
iiiiiu durch ,oiiie. E^ke O eine^ Dreieoks OCl^ in Bcincr 
Ebene zwei BJjch unter einem beliebigen Winkel scbnei- 
tlcnde Axca rn imd », andprojicirt aüfsie df^rch Paral- 
lelen mit ihnen eine der beiden andern Ecken^ C\ so 
ist, irenn A uad B diese Projeotionea tod C auf m 
■ uad » sind, das Dreieck pCff^gJt^ok der Summe der 
beiden Dreiecke OAH nni OJSß^ die was crhült, 
K'euQ inaa,iu deqi Ausdrucke des erstem für. die Ecke 
C successive ihre ProjectioDeii setzt, 

6. Auf jgirichte' Weipe bat nan, wuid /*. miil G ■ 

die'Projeoäwea vquM auf diuelben- A^en » nad » sind : 3 

, ' OAff=O^F+-aA^, 
0Bff=kOBF+OßG. 
Weil a^k' <^. A, P sowohl, als O/B, ß', iu 
gerader Linie liegen, so ist jedes der Dreiecke OAF 
und OB& null, und daher .. ' 

O4n~^0A6^, OBH^ OBF^ * 

folglich OCff = 0AIf+0BH=0AG'^0nF 
^OAG—iOFB. V 
e. Werden »i, n zu zwaiGoer^^^^ej\axe& ^ooowv 
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OP^ OG die Gootdinatoi ron H. Mittobt der letzt- 
erhaltenen Ponpet IHsst sich daun leiolit der Inbalt eioeB 
Dtemsks^OCHy dessen eine Ecke der AnfangspqBkt 
der Coordinateo ist, daroh die Coordiuaten der beiden 
anderen Ecken aasdrüeken. Bezeichnet nämlich in dem 
Ausdrucke OAO eines Dreiecks der xnerst gesetzte 
Buchstabe O den Anfangspunkt der Cocrdinaten, der 
zweite A einen Pnukt in der Axem, der dritte £r einen 
Punkt in der Axe n^ und ist a der Winkel, um welchen 
nach dem Torfaer festgesetzten positiven Sinne der 
Drehung der positive Theil von m gedreht werden mass, 
bis er mit dem positiven Tfaelle von n zosaminenftllt, so ist 
immer nicht allein riicksichtlich des absoluten Werthes, 
sondern auch mit Hinsicht auf das Zeicheui der Inhalt von 

OAG^kOA.OO.^Xna. 
Denn liegen ^ nnd G von O nadh den positiren 
Seiten der Axen m und n zu, und ist* a <^ 180^, so sind 
sämmtliche Pactorcn* ifes'deki Werth von 0^67 aus- 
druckenden Products positiv, nnd man überzeugt sich 
durch nnmittelbare Anschauung, dasü dann nach der 
ztt Ende des vorigeii f. gegebene» Regel auch die 
Dreieeksttlehe 0^ €7 einen positiven Werth hat: Eben 
so leicht gewahrt maOL, jlvis,. wenn entweder ^^ von der 
positii'cn auf die n^iltive Seite von m rückt und damit 
OA negativ wird , oder wenn O G negativ wird^ oder 
wenn sina es wird, jedesmal auch die. Fläche OJO 
ihr Zeichen ändert, und dass somit letztere Formel 
allgemeine Gültigkeit hat, 1 

Setzt' man daher die Coordinaten von €7, =09 ^ 
und die von iST, =/*, g^ so ist in jedem Falle 

OAGi=i^ugsma^ eben so 0FB:=ssiy^6 sina 
und folgtici^ nach der Formel in S.i 

0Ca^i{mg'^f6)mu. 


♦.36. 

Um jetzt, den b §• 33, erlialtenea Resnltafen ge- 
mäss^ irgend ein Torgelegtee System yon Kräften in 
einer Ebene leieht beurf heilen und, falls es .efaie, Re- 
sultante bat, dieselbe bereehnen zu können, vollen wir 
alle Punkte der Ebene anf zwei Axen Tön Coordinaten 
;r und y bezieben. Der Winkel der Axp der y mit der 
der X sey = o, (von dessen Bestimmung dasselbe gelte, 
was im vorigen f • von der Bestimmung des Winkels 
der Axe »mit m gesagt worden). 

Indem wir non, wie in dem Vorhergehenden, eine 
In der Ebene irirkende Kraft JP ihrer Intensität und 
Richtung naeh durch eine gerade Linie A B ausdrüeken, 
seyen die Coordinaten des Punktest, a=zXy.yi die des 
Punktes £y s=sx^Xyy+T. Biernach sind X und 
T die Projectionen der Linie AB auf die Axen der 
X und der y,, nnd stellen damit zugleich Kräfte vor, 
zu denen sich die Kraft /'.eben so, wie die Linie AB 
zu ihren Projectionen verhält. 

Durch Xy y, It^ Y ist daher £e Kraft vollkommen 
bestimmt: dnreh jr, y ein Punkt ihrer Richtung, nnd 
durch JE*, F ihre Intensität nnd die Winkel ihrer Rich- 
tung m|t den Coordinatenaacei^, — die Winkel schon 
durch das VerhSltniss Xi 1* Ist nämlich ff der Win- 
kel, den die Kraft AB^=>P mit der Axe der ^ macht, 
d« h. der Winkel, um welohen diese Axe nach dem 
vorher als positiv bestimmten Sinne gedreht werden 
muss^ his sie mit P parallel wird^ nnd ihre positive 
Richtung mit der Richtung vod P selbst, nicht mit der 
eittgegengesetzten, übereinkommt, so folgt aus der 
Betrachtung' des Dreiecks, welches von AB und von 
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ilcn durob A und B mit deti Azen der wr ilnd y gelegr 
ten Parallelen gebildet wird: 

p X r * 

sina sin (a — 9) "^ sin y * 

wodurch sieb X und F ans P und 9, uüd nmgeicehrt 
P und 9 aus X und F^ finden lassen. 

In der analytischen Geametrie ist es gewobnlicb, 
einen Punlit^ dessen Coordinaten x nnd y sind, dur(di 
{Xy y) auszudrücken. Auch hier werde ich Ton diessr 
Abkürzung Gebrauch machen, und zugleich auf analoge 
Weise eine Kraft, deren Projeotionen auf die Axen der 
;r und y resp. JE^und F sind, mit (JT, F) bezeichneD. 

Eine andere Kraft (X, Y") ist hiernach mit (X, F) 
parallel, wenn J3r:X= F': F, und je nachdem der 
Exjponent dieser Verhältnisse positiv oder negativ ist, 
haben die beiden Kräfte einerlei oder entgegengesetzte 
Richtungen. Die Kräfte (X, F) und (— JT, — F) bü- 
den daher im Allgemeinen ein Paar, halten abereia- 
ander das Gleichgewicht, wenn die parallelen RiehtuDgen 
beider zusammenfallen. (JT, 0), ist der Ausdruck einer 
^ mit der Axe der x parallel wirkenden Kraft X, so wie 
(0, F) die Kraft F in einer mit der Axe der y paral* 
lelen Lage vorstellt $ u. s. w. 

1|. 37. 

Bezeichnet O den Anfangspunot der Goordinateo, 
80 ist, wie man aus der analytischen «Geometrie weiss, 
und wie auch in §• 35. durch statische Betrachtungen 

« 

erwiesen worden, der doppelte Inhalt der Dreiecksfläcbe 
OABj von deren Ecken A und B die Coordinaten 
resp. Xj y und ä* + if , y + F sind^ 
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INeäT kt also zugleich da« Momeot der durch den 
Punkt (^3 y) gehenden Kraft. (JT, Y) in. Bezug, auf 
den Anfangspunkt der Coordinaten. 

Wird das Moment nicht in Bezug auf den An- 
fangspunkt^ sondern für irgend einen andern Punkt ff 
der Ebene, dessen Coordinaten y, g sind, verlangt, so 
Hommtj weil fiir diesen als Anfangspunkt die Vorigen 
Coordinaten ^^ y in ^— y, y — g übergehen^ 

[(*-/) r-(y-^)Xl «ad. 

Hat man dah» em System voä Kräften {Xy F), 
{Äfj YO) (-3^9 ^^O»*«" IQ einer Ebene, welche resp. 
durch die Punkte (ary. y), (a/^ y), (^^, y^, • • « gehen, 
so erhält man das Moment des ganzen Systems in Be- 
zug auf den Punkt ff oder (/^ g)y wenn man nach 
letzterer Foi^mel das Moment jeder Kraft einzeln ent*^ 
wickelt und alle diese Momente in eine^ Summe bringt. 
Dies giebt, wenn das Moment des Systems in Beziehung 
nuf ff 9 =s {ff) y und die von den Coordjnatmi dieses 
Punktes unabhängigen Summen 

JC + jr+ JC'^ + ...... .,=^ 

>scY'-'yX+a;'T^yX'+ . • • =« iV 

gesetzt wwden: 

{ff) = (gJl—fB + IV)Bina. 

Mit Hülfe dieser Ausdrucks für das Moment eines 
Systems Ton Kräften in einer Ebene lassen sich nun alle 
hierher gehörigen Aufgaben ohne Schwierigkeit losen. 

f 38. 

Sioll erstlich das System im Gleichgewichte seyn, 
so jnuss für jede Lage dei^ Punktes ff in- der Ebene, 
also für alte Werthe, die /* und g annehmen können, 
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das Moment (H)=s seyn (f « 33^ A.). Dieses ist aber 
nickt anders möglich, als wfsnn: ^ 

A = Qy B=Q^ jy^Oi 

und da umgekehrt, wenn diese Gleichungen erfiillt wer- 
den, für jeden Ort von ff^ (B) =±0 wird, und somit 
Gleichgewicht statt findet, (§.33. ^*«), so sind diese 
drei Gleichungen die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen fürs Gleichgewicht« Die zwei ersten driicicen 
aus, dass äie Summe der Projectionen der Kräfte aof 
die Axe der ;r, und die Summe der Prcjectioaen auf 
die Axe der y, jede für sich, =0 ist. Die dritte 
Gleichung giebt zu erkennen,^ dass das Moment des 
Systems in Bezug auf den Anfangspunkt der Coordi- 
naten = krt. Denn versetzt man in den Anfangs- 
punkt, so werden y und ^ == und damit {H) =siVsina. 
Uebrigens würde man zu diesen drei Bedingungs- 
gleiclmngen schon gekommen seyn, wenn man nur für 
drei Punkte (/, g), CT, g^j^ {f\ g''), wobei nicht 
dieRelalion/f^-g^O+/'(5^-ff>+/"(S^~gO = 
obwaltet, das Moment =0 gesetzt hätte; — überein- 
stimmend damit, dass, wenn das Moment für drei Punkte 
der Ebene, die nicht in einer Geraden liegen, sOist, 
es damit auch' für alle übrigen Punkte der Ebene ver- 
schwindet 

§• 39. 

Soll zweitens das System sich auf ein Paar re- 
duciren, so mnss (JäT) für jede Lage des Punktes B 
von constenter Grosse, also unabhängig von f und g 
seyn (f « 33. A). Dies führt zu jden zwei Gleichungen 
^i=rO, B^süy wodurch (H) den coqstaaten Wertb 
^sina erhält, weldier nicht null seyn darf. Sind um- 
gekehrt A uutf i9 >=» 0, so ist (H) fär aHe Werthe von 
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/und g Ton derselben QrS«sej^ mtd das System, wenn 
€0 nicht im C^Ieicbgewichtc ist, bat €an Paar zur Resnl* 
tante, (§.33. i?**), dessen Moment seinem Sinne nnd 
seiner Grösse nacb durch iVsinot gegeben .ist 

Die Bedingungen, dass die Summen der Projectto* 
nen der Kräfte auf die Axen der x nnd y einzeln ===0 
sind, sind demnach hinreichend und notbwendig, um 
uns zu vergeivissem, dass das System,^ wofern es nicht 
im Gleichgewichte ist, sich auf ein Kräftepaar reductii/ 
Man bemerlie hierbei noch, dass, wenn die Kräfte dordi 
Parallelen mit der Axe der y (der x) auf die Axe der 
X (der y) projicirt werden , und die Summe der Pro- 
jectionen null ist, no diese» bleibt, wenn man statt 
der Axe der x (der y) irgend eine andere Clerade der 
Ebene zur Projectionslinie wählt. Da also die Lage 
der Geraden,^ auf welche projicirt wird, hierbei nicht 
in Rucksicht-kommt, so können wir, diese Gerade ganz 
unerwähnt lassend, das eben erhaltene Resultat fdlgea- 
dergestalt ansiirnok^n: 

Werden die Kräfte xu zweien Malen^jedee Mal 
durch Parallelen mit einer andern B4ehtung in der 
Ehene^ projioirty und ist beide Male die Summe der 
Projeetionen nuU^ so halten eich die Kräfte dae 
Gleichgeuficht ^ oder eie reduciren eich auf ein JPaar^ 
und die Summe der Projectianen ist auch für jede 
dritte Richtung der projicirenden Parallelen null. 

Denken wir nns die Proieetionen als in der Axe 
selbst^ worauf projidrt wird^ wirkende Krä6e, so kön*- 
nen wir statt des Ausdrucks l die Summe der Projectio« 
nen sei null, imoh 4* ^^ ^* ^ok sagen i • die Projeotiooen 
der Kräfte seyeii im Gleidigewiobte mit einaaden 
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f 40. 

Worden dia BedlBgongen ^ = 0, B=0 niobt 
erfiJllt, so hat das System eine einfaobe Resnltaste. 
Sie aey (X,, T^)y and (.r,, y,) eia beliebiger Punkt 
ibrcr KiohtuDg. Da die Rewltonte, in gerade entge- 
gengesetzter Riehtnng geDOniinen, mit dem Systeme das 
GIcicbj;ewicht bülti so bat man, om sie 2a bestimmen, 
nur dia Bedingungen fiir das Gleiobgevicbt zfrisohen 
den KrUften des Systems und einer durcb den Punkt 
i^, ) y«) gebenden Kraft ( — X,, —Y^) nioderziuobrei- 
beu. Diese Gleiobongen sind (^38.)i 

— jr. + ^=o, — y, + B=o, 

nierans folgfi 

X. =r Ai r. = B, x^B —y^J = IV. 

Naob den zvei ersten dieser drei Gleichnngen sind 
die L'rojectionoB der Resultante auf die Axen der x 
und y resp. den Summen der Projeetionon der gegebe- 
nen Kräfte auf dieselben Axen gleidij oder mit andern 
Worten (rergl. vor. ^.): Werden die Kräfte and ihre 
Resultante auf eine und dieselbe Linie der Ebene .pro- 
Jleirt, so ist die Projeolion der Resultante die Resol- 
tauto der Projeotionen der KrBfle. Hiermit ist die 
Resultante ihrer Grfisse und den Winkeln naob, die sie 
mit den Axen bildet, bestimmt. 

Die dritte Gleichung giebt je zwei znBammengeb5> 
rige Werthe der Coordinaten eines Punktes tn der 
Richfiing der Resultante and ist daher die Gleiofaung 
dieser Linie, derm Lage somit ToUkommeii bestimmt ist. 
Aucb erkennt man ans den CoefBoienten Ton a, und jr,, 
dass dieseLinidj wiegebifrig, mitdenAxeo der «undjr 
dieselben Winkel maobt^ welche sich' ans den Wertben 
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von JT, und Y^ f&t die Riobtang d«r Resohaate erge- 
ben. Fandet .sich iVsO, so geht die Resultante, dnroh 
den Anfangspunlkt der Coordinaten« 

Zusatz« Auf eben die Art, vie wir jetzt von' 
einem System e, welches eine einfache Resnitaote hatte» 
dieselbe fanden, lässt sich auch der Fall in §.39., wo 
j1 und B=:^Oy behandeln, indem man durch Hinzu- 
fugnog zweier Kräfte das Gleichgewicht herzustellen 
sncbt. Denn man sieht sogleich, dass durch den Z^- 
satz. einer einzigen Kraft dielSummen der Projectionen 
nicht mehr =0 bleiben können, wie doch zum Gleich- 
gewichte erforderlich ist. Scjeu daher (— X^, — F^), 
( — Jfj, — r,) die zwei, neuen Kräfte und (^,, y^),* 
(*^2> y^) Ponkto ihrer Richtungen, so hat man, wenn 
diese Kräfte mit dem System im Gleichgewichte seyn 
sollen: ^ ' ^ * 

folglich, weil \/f and ,B=0 sinds 

■ -^i = ~~-^»> *«==="" F,>' 

d. h; die zwei neuen Ejräfte bilden ein Paar (§. 36.). 
Die dritte Gleichung aber drückt bloss aus,, dass das 
Moment dieses Paares dem Momente des gegebe- 
nen Systems gleich ist, ohne etwas weiteres über die 
Grosse der Kräfte nnd ihre Richtungen kund zu ge-. 
beny — übereinstimmend mit dem im vorigen §• er- 
haltenen Resultat nnd mit der Eigenschaft der Paare, 
dass sie in ihrer Ebene, wohin man wUI, verlegt werden 
können. 

f. 41. 
Eine besondere Betrachtung verdienen noch die zwei 
speciellen Fälle, wenn steh idle Kräfte dea Systems in 
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«itiero Pniiklo ■ofan^den, ooil wenn slo alle mit «isaiider 
liarellel sind. 

Ueo erstem Fall anlangeqd, nehme man der Gm- 
faohbeit «illen deo gemeiDsoLaFtlichan SiAneidepiukt 
der Riolilnngeo zain Anrangsppakte der Coordinateii. 
Bierdnreb «ird daa Hainent einer jeden Kraft in Uetuj 
auf den Anfangiponkt, als einen Pnnkt ihrer lUchtoD)^, 
= (f. 30.). Ea ist daher anok JVy oder die Sainine 
aller Momente in Bezog aaf den Anfangspunkt, =0, 
uDd es bleiben för daa Gleiobgewndit eiaee anlofaen 
S/slema nnr 

^=0 und, £=0 
ab BeiffiDgnngagleiidituigen 6brig. Werden sie nivbl 
erfi'üU, so bat dasSyatem eine dnrdi den AufiBJ^spunkl 
gehende Resultante (X,^ F,), wo 

d. b. das System bat eine den gemeioschaftlichen Dnrcb- 
schnitt der Kräfte treffende Beaaltaute {ui, Bf. 

i. 42. 

Zusätze. 0. IKe sweiGIrichnngen^^O, B~9 
ergaben sich in f%. 38. nnd 39. dla die Bedingungeo, 
unter denen dae Moment i^end eines Systema ron 
Kräften in einer Ebene für jeden Punkt der Ebene 
entweder nnll oder überhaupt coostant var. Dem jetzt 
Gefundenen gem&ia kSonen wirdieae Affflä^^^wn^«»':^ 
die Utweräaderliehkeit det Moment» auch so aat- 
drßeken: Die Kräfte müttetty wenn sie paraUel mit 
Mteh /ortgeföhrt «erjeny to daat ihre JRicAttetigen 
lioh M> einem Punkte seAneidtUy eAumäer dat deich- 
gtvieAt Aalten. Daaaelbe flteast audi ans f. 3t., wo, 
venn daa Systenn S im Gtei^geviofate seyn oder sich 
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auf ein Paar reduoiren soU^ das System F*, d. h. die 
paraliel mit den Kräften des Systems S darch einen 
und denselben Pnnkt gelegten Kräfte^ im Gletehge- 
wiefate 8e2^ müssen. 

6^ Beeteht/dM %atem' mir am %mm sieh sebnd- 
denden-Kr^en, so nebme man die Riehtting der einea 
Kraft zur Alte der ^r, die Riektong 4ler andern lear 
Axe der jr, und beaEeiohne daher die Kräfte mit {Xj ft)j 
(0, T). Hieraas folgt ^r=± JT, i?=s F, und die Re- 
snltante ist (J[y F). Von «wei si^ sehneidenden Kräf- 
ten /iprd folgUeh 4ie Resultante eben so gefond^» wie 
ans den zwei Projeetionen einer Linie sie selbst berge* 
leitet wird, also dadflreh, dasa mai|.aus den zwei Kräf- 
ten ein Parallelogramm y das Parallelogramm der 
Kräfte (f. !^7«), construhrt, von welchem dfinii die 
•durch den Schneidepuokt der Kräfte gehende Diagonale 
die Refitoltante ihrer Grösse und Richtung nach Torstellt. 

c. Die Projeetionen eiqer ^ Kraft auf die beiden 
Axen sind dfiher nichts anderes ^als die zwei Kräfte, 
welche man «erhält, indem mau erst ere Kraft in irgend 
einem Punkte ihrer Richtung in zwei andere, parallel 
mit den beiden Axen zerlegt. In dieser Bedeutung die 
Projeetionen genommen, wird umgeicehrt die Richtig- ^ 
keit des obigen Verfahrens, um Ton mehrern auf einen 
Panict wirkenden Kräften die Resultante zu finden, noch 
einlenehtenden Es sind nämlich X^^=X+X^ + .^ 
nod F^= Y+ Y^ + .^ die in den Axen der x und y 
wirkenden Resultünten der zwei Systeme, die dureh Zer» 
legttng jeder Kraft des gegebenen Systems nach diesen 
zwei Axen hervorgehen. Die Resultante von JIT^ und F, , 
oder die Kraft (X,, F.), muss folglich die Resultante 
des ganzen Systems seyn. 


/ 
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Der zweite speoidle Fall, dem wir noob Aa&nerit 
santkeit widmen ^loltea, bt dar, wena alle Kräfte de« 1 
Systems einander parallel sind. Werde dann, am mSj- 
licbst einfaohe Formeln zu eriialten, die Axe der^mit 
den Krfifteo parallel gelegt, so sind, velehes anehdie j 
Richtung der Axe der y se^o mag, Y, y, ¥",.,=<). '■ 
Xy X'y X",... drüakeD dann die KrSAa des Sjstemi 
selbst aus, und es werdeni 

Ä=o, A^=— yj:— yx'^yj:-— ... 

Die drei Bedingnngeu des Gleiebgewipbts (f. 3&) 
redudren eioh hiermit aaf die zwei: 

d. b. die Summe dw Kräfte nud die Summe ihrer Mo' 
inente in Bezog auf einen beliebigen Punkt der Ebene 
müssen beiderseits =0 seyn. 

Ist bloss ^^sO, Bo bat das System ein Paar zur 
Resultante, dessen Moment =iV8ina. ' 

Wenn A nicht =0.i8t, so redoeirt sieh dos System 
anf eine einfaohe Kraft. Sey diese, wie in ^. 40^ 
(X,, T,), und (x,, y,) ein Punkt ihrer' lUobtuDg, so 
ist nach den dortigen Formeln: | 

x,=^, r. = o, — y,i^=7V". i 

Die Resultante ist demnach {A^ 0), d. h. mit der 
Axe der ;r parallel, also parallel mit den Kräften des i 
Systems, und der Snmme derselben gleioh. Der Ab- 
stand y, der Resnltanta von einem beliebigen Punkte 
der Ebene ergiebt sich aus den Kräften X, X\.. uod | 
ihren Abständen y, y*, ■ • ■ ron demselben Punkte -mit- 
telst der dntten Gleichung und ist: - 

'• A~ X+ X'+ X" + ...- 
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Wird dieser Punkt in der R^altante selbst ^e- 
nominell 9 sind also y, y, rf\*»^ ^o Abstände der 
Kräfte von ihrer Resultante^ so ist y^ s=: und 

yjs:+yx4-y"^"+.^=o- 

Bei bloss zwei Kräften bat man yX-f-y^JE'sO,' 
folglieb yi^^=zJCi — X.\ d« b. die Abstände zweier par- 
allelen Kräfte von ibrer Resultante^ die in diesem spe- 
ciellen Falle eben so, wie in dem allgemeinen, mit den 
Kräften parallel gebt und ibrer Summe gleicb ist, ver- 
halten sieh nmgekebrt wie die Kräfte^ und die Kräfte 
liegen, wenn sie einerlei Riobtüng haben ^ #ittf entge- 
gengesetzten Seiten der Resultante. (VergL §.26«) 

Cleometriscbe Folgerungen. 

§. 44. 

Das Moment eines Systems von Kräften in einer 
Ebene ist entweder für alle Punkte der Ebene von eon- 
fitanter Grosse (§. 39.) 9 — Null mit eingesohlossen, wo 
Gleichgewicht statt findet, -* oder es ist von einem 
Punkte zum andern veränderlich, und alsdann lässt sic^h 
aus den Kräften des Systems eine neue Kraft, die Re- 
sultante, finden von der Bescban'enbeit, dass fiir jeden 
Punkt der Ebene das Moment des Systems dem Mo- 
niente dieser neuen Kraft gleicb ist« 

Da nun das Moment einer Kraft ^IB in Bezug auf 
den Punkt üf dem doppelten Inhalte des Dreiecks 
MAB gleich bt, so lässt sich der voranstehende Satz 
von den Momenten auf folgende Art rein geometrisch 
darstellen : 

Hat man ein System gerader Linien AE^ CDy • • • 
m einer Ebene, so ist die algebraische (§.34.) Summe 
der Dreiecke MAB^ MCD^ . . .^ welche diese 
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liinien zu Grundlinien nuil einen and denselben Punkt 
M der Ebene zur geineinschaftUchen Spitze haben, 
entweder f&r jeden Ort dieses Punktes von einerlei 
Grösse, oder von jeinem Orte zum andern verän- 
derlich. Im letztera , Falle aber lässt sich in der 
Ebene noch eine Linie von solcher Lage und Grösse 
angeben, dass für jeden PunlLt der Ebene jene Summe 
von Dreiecicen dem Dreiecke gleich ist, welphes deu- 
aelben Punkt zur Spitze und diese letztere Linie zur 
Basis bat* 

Wir iroUen jetzt diesen Satz mit Hülfe der Geome- 
trie selbst zu beweisen suchen, indeip dieses zu meh- 
rerer Yeranschaulichung einiger 'der vorigen Sätze die- 
nen, und zur Entwiekelung einiger neuen das Gleich- 
gewicht betreffenden Beziehungen Gelegenheit geben 
wird. Um aber den Beweis in möglichster Allgemein- 
heit führen zu können,* ist es nöthig^ folgende Sätze 
vorauszuschickend 

#.45. 

Lehnsätze« 1. Sind^, J?, C ^rei in einerGe- 
Taden liegend^ Punkte, D ein vierter ausserhalb der 

Geraden, seist, ebenso wie in §.35. ^C=^J?-t-^^r=^ 
AB — CB^ u. s« w. war, auch mit Vorsetzung vonJD, 
das Dreieck 

— , • ■ » 

DAC=!=DAB-^DBC=sDAB—DCB=zn.».m, 

and es verhalten slob: - ■ 

ABxBCxCA==DJBiDBC:DCA, 

Nur müssen dabei nach der in §.34. gegebenen Rege^ 
stets die Vorzeichen der Dreie<ike gehörig berücksich- 
tiget Werden. , 
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2. Ist M eia beliebiger Punk); in der Ebene des 
Dreiecks ABCy so ist immer 

mAB+MB€J^mCA = ABC. 

Beweis. Von den drei Geraden, welche M mit 

den Ecken des Dreieckseyerbinden, wird wenigstens 

eine, es sey AlUy die der Ecke A gegenüberliegende 

Seite B C schneiden. Gescbehe dieses in JZ, so ist nach 1. 

ABC = ABZ + AZC{ ., ^ ^ „ 
MBZ^MBC + MCZS'^^'^ ^'^' ^ 

BZA^BZM+BMAI ., . ^ ^ 

. CAZ:^CAßl:+CMz\^''^''' ^^ ^ 

in einer Geraden liegen. Addirt man diese Tier Glei- 
chongen nnd bemerkt, däss nach §. 34. ABZ = BZAj 
u. s. w«, 80 erhalt man die zu beweisende Gleichung, 
die daher richtig ist, mag JU innerhalb oder ausserhalb 
des Dreiecks ^AC^ liegen, wenn -nur die Vorzeichen 
der Dreiecke gehörig beachtet werden. 

3. Eben so, wie nach dem jetzt Erwiesenen, die 
algebraische Summe der drei Dreiecke, welche die 
Seiten eines Dreiecks zu Grundlinien und einen Punkt 
ilf in dar Ebene des letztem zur gemeinscbaftUehen 
Spitze haben, dem' letztern Dreiecke selbst gleich^ und 
daher von der Lage. Tön M unabhängig ist, so ist auch 
bei Jedem ebenen Tielecke Ton mehrram Seiten die 
algebraische Summe der über den Seiten sich erheben- 
den und in einer gemeinschaftlichen Spitze M znsam- 
menstoäsenden Dreiecke für jeden Ort Ton JU in der 
Yieleoksebene Ton gleicher Grösse. 

Denn sind Ay By C, D die Tier auf einander fol- 
genden Ecken eines Vierecks, so ist diese Summe 

HAB+MBC-J^MCD+MDd 
= MAB+MBC+MCA+jaAC'f:MCß+MDAy 
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weil MCA 4- ilf ^ C = 0. Letzterer Ansdräck der 
Summe zieht sieh aber naqh 2* znsammeo in 

ABC+dCD 

und ist daher von M unabhängig.. 

Sind ferner A^ By Cyf)y E die iünf auf einander 
folgenden Ecken eines ebenen Fünfecks^ so ist die 
Summe der f&nf Dreiecke 

MAB+JUBC + MCD+MDE+JUEA 
= JUAB+JUBC+ßlCD + HIDA 

+ MAD+MDE+MEA 
z=zABC + ACD + AJfEy 

also gleichfiiHs von JH unabhängig; nnd aof dieselbe 
Art lässt sich die Unabhängigkeit der Snmaie JUAB-jr., , • 
von JU S^ ch bei jedem mehrseit^en Vielecke dartbun, 

Ist nun das Yieleek ein gewoludicheB, dw k ven 
d^ BeschaflFenheit» dass keine zwei seiner Smteii sioh 
innerhalb ihrer Grenzpunkte setmeiden, so erhdBet •hne 
Weiteres, dass die Summe ABC+ACl^-^... den 
Flächeninhalt de^Yieleeks ausdriiokt Der Asalogie 
nacli wird daher aneh in 4e«i Fall^ wenn der PertKe* 
tei dea Yieleeks, bevor er in sidi zvrftekkelnrt, sioh 
selbet ein oder mehrte Male s^ieidet, diesefte T«a 
M unabhängige 9 von jeder Seite ab«r auf gleiche Weiae 
abhäof^e Summe MAB + MBC+,.. der Inhalt 
des Yieleeks genannt wercten mäsaen« 

liegen z. B. ^ vier Ecken A^ B^ C, D eines 
Vierecks^ so^ da^s voo^ den vier Seilen AB^ BCy €JD^ 
DA die erste und dritte sich inn«4ialb ihrar Endpankte 
in & (Fig. 17.) achneiden, ao habea die ilwei Dreicoke 
der Summe ABC+ACD entgegengesetzte ZeicbeB 
und die Summe ist dem Unterschiede der Dreiecke 
GßC-^ OAß gl^eh. Als der Inhalt eioes scdohen 
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Vierecks i»! Jaber diesef' Unttf rdciiied anioi^ebreD, so da^, 
veim DB mit A€ pntdM läuft, qucI ' mithin GBC 
und fi^^Zy einander gleleb stad, der Inhalt =0 ist* 

Von int Summe der'Drdeoke MAB^MBC + ... 
kana maa sieh eine sehr anfSchauKeba Torsfellnng aia- 
ohen, wenn nian sioh, nie in ^dfk.y jedes dieser Drei- 
edce durch die Bewegiml; einer geraden Linie um M^ 
als mn Aefa eiiken ihrer' Endpunkte , entstanden ^bnkt, 
iväbrenid d» atfdere Bndpunkt £e gegenüberslehenÜe ' 
Seite ABy oder BÖj ».. dureUäuft. Die Summe aller 
Dreiecke, oder die Fläidte des Vielecks^ laest deh 
daher als die Fläche betrachten, welche erzeugt -wird, 
iodem eine Gerade, welche Ton emem willkührHeh in 
der Yielecksebene zu bestimmenden Punkte M ausgeht, 
sHt ihrem andern Endpunkte den Perimeter des YIek 
ecks beschreibt; nur dass dabei Tbeile der Fläehe, ^6i 
welchen die Bewegung um M nach entgegengesettztem 
Sinne geht, als sich gegenseitig aufhebend genommen 
werden müssen. 

Gebrigens werden wir, wiegewöhnEcb, die Fläche 
eines Tielecks durch NebeneinandersteDung der Ecken 
in der Ordnung, nach welcher eue im Peiämeter auf 
einander folgen, ausdrücken, so dass hiemach von dem 
Tierecke ABCD z. BF. das Viereck BCDA w^der 
der Grösse noch dem Zeichen nach yerschieden ist, 
dagegen ADCß ein Viereck ausdrüdct, das mit deml 
Astern zwar einerlei absohte Grösse, aber das entge- 
gengesetzte Zeichen hat, ACBD aber ein ton ABCD 
ganz yerschiedenes Viereck darstellt. 

4. Wird in dem Ausdrucke ABC e&ies Dteieeks 
statt eiüM der drei Punkte, z. B. statt B^ eiki anderer 
E gesetzt, der mit dem erstem in ein^r der gegen- 
äberstehenden Seite C^ ' parallelen Geraden Uegt, so 
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irt ioB neaa -Dreieck AEC dem erstem ABC eowohl 
der Bbsolnten OWEsee, als anoh dem Zeidien naob, gleidu 
5. Ist ABCD (Fig. 18.) etaParstlelogramm, nnd 
H «n beUebiger Pimkt in dessen Ebene, so ist 
MAB-^MCB=MBC-[-MDA^^ABCn. 
Beweis. Man uehe dnroh M mit ^^, eine Par- 
allele, iralohe DA in £i treffe, so Ist, nach 4-, 
HAB=LAB^ und MCl} = LCD = LBDyA(As'&ch: 
MAB + MCD^ZAB + LBD=BI}L + BI^A 

= BDA (nr. 1.) =iABCDi 
nnd eben 8< wird gezeigt,' dass aneh 

MBC + MDA=z^ABCD. 
Dieser Satz ist, statisoh betrachtet, offenbar kein 
anderer, als der sobon in (. 31. beniesene, dass die 
Somme der Momente der zwei Kr&Ae eines Paares für 
jeden Ponkt in der Ebene des Paares von glei<ri)ei 
Grösse Ist. 


Wir lassen jetzt deb Beweis des Satzes in f. 44. 
folgen. — Sey A,B,^ b\c,, C,J>^ (Fig. W-) ei" 
SjTstem geradn* XÄniea in einer Ebene, ond £e Snmme 
der Dreiecke zu nntersnchen, welche diese Linien zn 
Grundlinien nnd irgend einen Punkt M der Ebene znr 
gemeinachaftlioben Spitze haben. —■ Dutvh einen be- 
liebigen Punkt A der Ebene ziehe man die AB gleich 
nnd parallel mit A^B^f durch B ^e BC gleich und 
parallel mit B^ C, ; durch C die CO gleich nnd parallel 
mit C,/>,. Alsdann ist (^45. 5.), wo anohderPnnkt 
jtf genommen wird: MA, fi, + MBA = AA^ B, , oder 

MA,B,=MAB + AA,B,, und eben so 

MB,C,=MBC+BB,C^, 

MC^D^ = MCn + CC,D^. 


^Toa KnUtea in daer Ebene iiberiiaoi^ 
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Addbrt ma9 diese drei Gleidiiuigen, setzt die zu 
iintersttoheade Summe der Dreiecke 

die Summe 

iiod bemerkt, dass nach §• 45. 3. 

MAB+MBC +MCB ^WDA^jiBCD^ 

so kommt': 

(a) S=:jiBCD + J^MDA. 

Tritt demnach bei der eben gemachten Construction 
der specielle Fall ein, dass der letzte Punkt B der 
gebrochenen Linie ABCB mit dem ersten A zusam- 
menfallt, so wird MDAzzzOy das Vieleck ABCD 
geht in euies mit einer um Eins geringem Seitenzahl 
ABC über, und mau erhält: 

d. lu die Summe. j5 ist fib jeden Ort von« üf ton con- 
stanter Grösse.' 

Fällt aber JD mit A nicht zusammen, so sey B^ A^ 
ebe der BA gleiche und parallele Linie, und man hat 
MB^A^ zss MBA + BB^Aj^^ und, wenn man den 
hieraus fliesseoden Werth von MBA in {a) substituirt: 

S=^ABCB+J + BB,A,'^MB^A^. 

Bestimmt man nun den noch willkührlichen Abstand 
ietBj^A^ von BA sOy dass das Dreieck 

BA^B^= ABCB + z/, 

80 wird •.« • S^=iMA^B^y 

und man hat somit eine Linie A^B^ gefunden, welche 
die Eigenschaft besitzt, dass fiir jeden Ort dergemeio- 
Bchaftlicheii Spitze M die Sumn^e der Dreiecke über 
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d^n geg^hpnen limm -^^Ä,, fi^C^^ C^O^ d^mDrei. 

>ecke über A^B^ g^4^ M» 

§. 47. 

Zusätze, a. Aas der deicfattng S^s^MA^D^ 
folgt, dassy wenn üf in A^D^ selbst liegt, iSi=:0 ist, 
dass für alle Punkte Jf, welehe mit A^D^ in einer 
Parallele liegen^ S gleidie W«pthe hat, und dqss über- 
haupt d^r Wertfi Ton S dem Abstände des ßt to» A^ 0, 
proportional ist 

^.Werden dureh A^B^y B^C^y C^D^ Kräfte 
vorgestellt, so ist A^D^ die Resultante derselben 
Die Besultante eines Systems voü Kräften kann daher 
ihrer CSröi^e uod denWinkeUi ni^ch, welche sie mit den 
^äften bildet^ auch j|;ofvndeu werdep, wenn man die 
den Kräften proportionalen Linien, in beliebige Folge 
genommen, parallel mit sich so fortbewegt^ dass der 
Anfangspunkt jeder folgenden mit dem Endpunkte der 
aäehstForhergehenden '{rasammeufättt, «nd aomiit eine 
zusammenhängende gebrocheufo Linie entsteht Die 
▼<^m Anfangspunkte dies^ gebrgcbwcn Linie bjs za 
ihrem ]E!i|dpunkte geTuhrte G^ri^^ ist dann der Resot 
tonte gleich wd piM^alleL FaUra aber der Anfttogs- 
nnd Endpun^^t 4^r gebrecheneii Liide zusammen^ so dass 
die Kräfte nach ihrer paridlelf»n Fortbewegung ein ge- 
schlossenes Tieleck bilden, so hat das System keine 
einfache Resultante, sondern redudrt sich entweder 
auf ein Paar, oder ist im Clleichgewichte. 

e. Kräfte in einer JSSene^ die durch die Seiten 
eines geschlossenen VieleeAs ABC... dargestellt wer- 
den.^ ßind Asikem imm^ gleiekwirkemlmit einem Paaee 
0der im Gleickgemehte. Das Memeni des Iktmres üi 
(s 2iIAB + %HB€ *f . . . , iiIao>d^ doppelten In- 
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Aßke de$ VMeok^ gteioky uml Vfenn dieser Inhalt 
$ioh esx ßndety eo herrückt GMeJkgeumoJU* SAnt 
dah« 8, B* ABC* und FGH... svoi in einer 
Ebene befiebig gelegene yieleoke Ton gleichem Iphalte, 
so sind die zwei Systeme, yon Hiräften AJB^ BCy..y, 
nui[ FOj OHy... Ton gleich« Wnrkong. 

tL Iftt AM CD ein ebenes Vieleok und sind j^^ 
ffy (/, Bf die Prajeetionen seiner Ecken anf eine in 
seiner Ehene eotheltene Gerade, — - gleidiiiely unter 
«dohem Winkel die mit emander parallelen pfrcjieif en** 
den Linien die Gerade schneiden, ^^ so ist die Shimme 
dcir Projectionen der Seiten =^ir+ BfCJ^ CDf-^^Bfjt^ 
also immer 9=A| nnd eben so ist die Summe der Pro-^ 
ieotioaeti der TheUe einer gebrochenen Eanie ABCD^ 
A'B'+B'C+{rB^:^A'iy^.iioTVtoieciiQnAerr0m 
Anfange bis siun J^inde der gebrochmien lime gesoge- 
nen Geraden« Da nun bei paralleler Fortbewegung 
einer Linie die Projeoti^ derselben ilarer Grfose naeh 
sich nieht Sndwt» so ist, wenn die Summe der Dreieeke 
im Yorigen §» für alle Punkte der Ebene unverändert 
bl^bty die Summe der IPro^eetimien der Linien ^eu 
Systems auf jiede Gerade in der Ebene aEsaO» Bat aber 
das System eine Resultante, so ist die Summe der 
Pr<|eetionen der Prejeetion der Resultante gleidi. 

Ist, umgekehrt, , für eine gewisse Riditung der pro- 
jioirenden Linien die Swimie der, Prcgectionen stsO, so 
schliessen wir, dass, wenn dieLinien des Systems durch 
ptorallele Fortbewegung im einer gehrseheneb Linie ver- 
ebiget werden» der Anfangs- mid Endpunkt dieser ge- 
kroeUenen in eitfer mit den projictrenden Ltnien paral^ 
lelen Liiüe liegen» Ist daher die Summe d^ProjiTetio» 
neu ßm avm yeineliiedener Richtungen der projicirtaden 
Linien jedesmal s» 0, so fallen Anfang mtd Ende der 
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gebrochenen Linie zusammen, und es entsteht ein ge- 
sohlossenes Tieleok, v^il sonst die Linie doreh den 
Anfangs- nnd Endpunkt mit den zv/ei yersdiiedenen 
Richtungen der projicirenden Linien zugleich paFallel 
jseyn müsste* Die Bedingung, unter weldier die Summe 
der Dreiecke von einem Punkte der Ebene zum andern 
constant ist, kann daher auch dadurch ausgedrückt wer- 
dep, dass die Summe der Projectionen der Linien des 
Systems für zwei verschiedene Richtungen der prcgic»- 
renden Linien, und damit auch für alle andern Rieh- 
tungen, =sQ ist Tergl. ff.39. und 40. 


•i 


% 


e. Wenn alle Linien des Systems sich in einem 
Punkte O schneiden, so ist die Summe der Dreiecke 
für diesen Punkt, s=sO, also audb für jeden andern 
Punkt, =0, wenn die Summe nicht verändwlich ist, 
Ist sie aber veränderlich, so hat das System eine durch 
O gehende Resultante, weil ejiie veränderliche Summe 
nur für Punkte der Resultante, =0 ist. Nimmt man 
daher bei der Construction der gebrochenen Linie den 
Punkt O. zum Anfangspunkte, so ist die von O bis zum 
Endpunkte der gebrochenen gezogene Linie die Resul-* 
^tante selbst, nicht bloss mit ihr parallel« Die 'Anwen- 
dung hiervon auf ein System von nur zwei. sich schnei- 
denden Linien fiihrt unmittelbar zu dem geometrischen 
Satze in §• B4., wie ohne weiteres klar ist 

f. Sind sämmtliche Linien des Systems mit mnaa- 
der parallel, so geht die vorhin gebrochene Linie in 
eine einzige, mit den Linien des Systems parallele 
Gerade über« Die Resultante, wenn eine solche statt 
findet, ist daher e]i»enfalls den Linien des Systems parallel 
Und der algebraisdien Summe derselbeli glei<A* ' 
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Aufgabe. Von einem System in dner Ebene ent- 
haltener Kräfte' (Linien), sind für drei Punkte Ay B^ 
C (Fig. 20^) der Ebene, welche nicht in ^iner Geradrai 
Gegen, die Momente des Systems (die Summen der 
Dreiecke) s=3(^, {B)^ (C) gegeben». Die Resultante, 
80 wie das Moment {M) für irgend dnen vierten Punkt 
M der Ebene, txk finden. 

Auflösung« 1) Die Momente {A)^ {B)^ {CjenA 
den Abständen der Punkte Ay By C Ton der Resul- 
tante proportional (§• 47.\ a.)* Es verhalten sich aber, 
wenn die Gerade B C von der Resultante m D ge- 
fichnitten wird, die Abstände der Punkte B und C von 
der Resultante wie BD und C/>« Man theile daher 
B€ m D so, dass auch hinsichtlich der Vorzeidien 
BDi CDz=^{B) :{C)y und auf gleiche Weise CA in 
E so, dass CJ3 : AE:= {€) : [A)y so sind ü und i? 
zwei Punkte der Residtante, und die Resultante ist 
somit ihr^r Lage nach gefunden. Autdi muss, wenn 
man noch AB in F nach dem Terhaltnisse ÄFiBF 
^{A).i{B) theilt, F in der Resultante, also in DE; 
liegen. Nimmt man hierauf m DE einen Abschnitt 
GH yon der Länge, dass das Dreieck AOHz=i\{A)y 
[oder BGH—\{B)y oder CÖÄ =i (C)>1 so ist 
OH ^^ Grösse der Resultante. 

%) Für denPunktJEfist das Moment (Jlf)=:2Jlf6^iZ; 
Ohne aber zuvor die Resultante OH bestimmt zu ha- 
ben, kann man: aus der gegenseitigen Lage der vier 
Punkte Ay By Cy M und aus den Momenten für die 
drei ersten das Moment für den vierten auch unmittel- 
bar tnden« — Weide BC v<m AM in iV' geschnitten, 
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und sey {N) das Mbment für dep Punkt N^ so verhält 
sicb^ xde vorbin: 

Man hat aber die identisehe Gleiebung: 

' f^=BD{CD — ND) + CD{ND — BD) 

+ ND[BD--CD) 
= BD.CN^CD.NB + ND.BC. 

Substituirt man darin für BD^ CD^ ND die ihnen 
proportionalen (j9), (C), {N)^ so kommt: 

die Relation zwischen den Momenten für drei in eiuer 
Geraden liegende Punkte. Sie gebt hervor, wenn man 
in der Gleichung zwischen den gegenseitigen Abständen 
dieser Punkte j«!den Abstand mit dem Momente für den 
Jedesmal fibrigen Punk't moltiplioirt. ' 

Auf gleiche Wnse hat man in der Geraden AMN: 

E» Terhält sich abe» 

CJViJVB=MCJViMJVB=JCIV^iJUVB{i.iS. I.), folgl 

.=^CNM—CNA:BMN—BA]V 
^CAMiBMA^MCAxMAB^ 

und eben so 

MNxNA^MBC\ACB. 

Hiermit Verden die Torigen cwd Gleichongen: 
UCA . (JS) + MAB, (C) — {MCA + MAB) {N) =0, 
MBC, {A) + ACB . (Bt) — {MBC + ACE) (JV) = 0. 

Addirt man dieselben, so kommt, "weil dabei der 
CoefficieAt ton {N) sibb auf Null redncirt (f. 45. 3.): 
MBC,(A)+MCA.{B}+MAB.iC)=*ABC,{M], 

wdobe» daher die gesodite Belatien swischeo den Mo- 
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menten för irgend Tier Pnnkte der Ebene ist , Sie ent- 
steht, vfie man siebt) iiopiittdbar ans der Gleichung 
(f. 45. 2.) zwischen den vier Dreiecken, die sich ans 
den vielr Punkten bilden lassen, indem man zu jedem ' 
dieser Dreiecke das Hom^t des jedesmal fehlenden 
Punktes als Factor hinzufugt. 

Zusätze* a. Aus dem ersten Theile dieser Auf-^ 
lösung fliesst der bekannte Satz, dass das Produetaus 
deb drei Verhältnissen, naeh denen die drei Seiten 
emes Praieioks ABC nm einer vi^en Geraden DEF 
geschnitten werden : 

{BD X €flJ) (CE : AE) {AFi BF) 

der Einheit gleich ist« 

b^ .Set9(t mm ii(i der wletzt erhaltenen Gleichnng, 
statt (JT)^ (^)»«« die Wertbe dieser Momente: ZAOHy 
2BQHf # • «9 so kommt; 

]!llBC.AQB[^MCA\BeB+MAB.COli 

^ABC.NGa, 

eine Gleichung, die immer statt finden muss, wie auch 
4ie sechs Punkte Aj J9, C, O^ Bt^ M m der Ebene 
hVn magern 

Lässt man M mit i7 zusammenfallen, so ergiebt sich: 
HBC.AGaJt-HCA.BGB+HAB.CGB^fiy 
eme GleiiAung «wischen eeebs Dreieckeui welche eine 
gemeinschaftliche Spitze J7, und die inier Seiten und 
zwei Diagonalen eines Vierecks ABCO zq Grund- 
linien haben. 
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Viertes Kapitel 

Vom Gleichgewichte zwischen Kräfitepaaren 

im Raune. 

§.50. 

täßhrsatx. Zwei einander gleiche Paan^e^ die 
in xwei parallelen Ebenen liegen und einerlei Sinn 
habenj sind gleiehmrkend. 

Beweis. Sei AB^ CD (Fig. 21.) das eine Paar 
und JEO iie mit seiner Ebene parallele Ebene des an- 
dern Paares £!Fj GB^ welches darin se gelegt wor- 
den^ dass seine Kräfte mit denen des erstem parallel 
sind. Man nehme überdies. an , dass die vier Punkte 
A^ D^ Ey U in einer Ebene liegen, und dass daher 
und wegen der Gleichheit beider Paare £e Tier Kräfte 
derselben vie^ einander parallele Kanten eines Paral- 
lelepipedums vorstellen. Sey alsdann J!f der Durch- 
schnitt von AH mit D'E und N der Durchschnitt von 
BO mit CF^ SQ sind Jlf und N zugleich die Mittel- 
punkte dieser Linien, und MN ist den vier Kräften 
gleich und parallel. 

Nun ist das Paar AB^ CD gleichwirkend mit den 
Paaren AB^ NM und CDy MN. Yen diesen ist aber 
ersteres gleichwirkend mit MN^ GH^ qpd letzteres mit 
N^^ EFi§A7.). Folglich ist das Paar JTB, CD 
gleichwirkend mit MN^ GH^ NM^ EiF^ d.' i. mit dem 
Paare EF^ GH. 

Folgerung. Ein Kräftepaar kann daher nicht 
nur in seiner Ebene, sondern auch in jeder damit par- 
allelen Ebene, wohin man will, verlegt werden, und 
die Bergungen üirs ISleichgewicht zwischen Paaren, 
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die io paralblen Ebenen "^liegen,' sind mit den oben 
für den Fall gefundenen Bedingungen^ wenn die Paare 
in einer und derselben Ebene enthalten sindi ganz 
einerlei. 

§. 51. 

Lehrsatz. Zum Paarey die in xwei einander 
nicht parailelen Ebenen liegen ^ können »ich nicht 
da9 Oleichgewicht halten f sondern sind gleichwirlkend 
mit einem Paare^ dessen Ebene durch die Durch- 
ichnittslime jener Ebene gchty oder (§«50.) mit dieser 
Linie parallel ist. 

Beweis, lieber einem willlsübrlich in der Dnrch- 
schnittslinie genommenen Abschnitte AIV (Fig. 22.) be* 
schreibe man in den Ebenen der beiden Paare zwei 
Parallelogramme ANCB und ANED^ welche ihrem 
Sinne und Inhalte nach den Momentei^ der Paare gleich 
sind. Alsdann können NCy BA und NE^ DA als 
die beiden Paare selbst angesehen wwden. Ist nun von 
NC und 'NE die Resultante NO^ und rbn BA und 
DA die Resultante FA^ so sind, wie schon aus §• 15. 
fliegst) NO^ FA einander gleich, parallel und entge- 
gengesetzt und bilden daher ein Paar, dessen Ebene 
durch Na geht, und welches mit den gegebenen zwei 
Paaren gleiche Wirkung hat. 

Folgerungen, a. Drei Paare können nur dann 
einander das Gleichgewicht halten^ wenn ihre Ebenen 
entweder zusammenfallen, oder einander parallel, oder: 
mit einer und derselben Geraden parallel sind, 'also 
überhaupt, wenn ihre Ebenen keine körperliche Ecke 
bilden. Zwei Paare sind aber nur dann, und dann 
immer, im Gleichgewichte, wenn sie in einerlei, oder 
in parallelen Ebenen liegen, von entgegengesetztem 
Sinne sind und einander gleiche Momente haben* 


\ 
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6. Da zwei Paare ^ auch wenn sie t>)ebf tu einer 
Ebene Megen, entweder eid resnltireiidea Pm» h^en^ 
ilder in CHeiebgeinohte lAnAy s0 wird jed^s System 
von Paaren überhaupt^ indem man die Zahl dMidbea 
dnrcb sueoessive Verbindung je zweier immer um eins 
rermindefrt,^ Mick entweder auf dm Paar wurückfuh- 
ren lae$eny oder un OleiehgewiekU ^ejfWy wenn e» 
die letttra zwei m veibMMden Paare irind« 


7 


Obne daqenige zu benutzen, was vom §• 2#. au 
fiber die Zusammensetzung einfacher Kräfte gelehrt 
worden^ lassen sich mit Hülfe der , im vorigen §• ge- 
machten Cönstruction noch folgende Schlüsse bilden. 

In der Ebene CNEO nehme man willkübrlich 
einen Punkt Jlf und lege durch ihn MH^ MIj MK 
gleich und parallel mit NCy NE^ NO^ so ist KM 
die Resultante yoa UM nnd IM^ und es sind daher 
die Paare NC^ HM nnd NEy IM zusammen gl^ch-» 
wirkend mit dem Paare NG^ KM\ folgfich (f. 22.) 
fand die Parallelogramme ^ 

(a). .. • . NCHM^NEIM^NOKM, 

folglioli ihre Hälften oder die Dreiecke 

MNC+ mNE= MNOy 

folglich die Pyramiden, welche diese ili einer Ebene 
liegenden Dreiecke zu Grundflächen und den Punkt A 
zur gemeiQschaftlichen Spitze haben, 

, MNCA- + MNEA = MNOA^ 

drei Pyramiden, wdche mmi auch als solche betradi- 
ten kann, deren gemeinsohaftitohe Spitze M ist, und 
^eren Orundflädken NCAy NEAj NGA in den Ehe- 
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Den der Paare iVC", BA^ IfJBy BA\ IfO^ #UIiegeti 
wtA den halben BfonifBOten dieser Paare gleieh sin^. 
Es ist aber JV ein willknhrlieher Ptankt in der Bbene 
ClfEy und diese Bbene ist selbst willkiilirlieb, weil es 
der Pmikt N in dem Dnrelischnitte der Ebenen AC^ 
AE und die Winkel ANC; ANE sind; folglich ist 
n ein wiHkfitelicher Pnnkt im Raimie äberfaaupt, null 
WS sind somit zu folgendem Satze gekmgtr 

Wenn die Ebenen zweier Paare und ihres resnlti* 
rraden Paares sich in einem Punkte N (folglidi in 
aioer un4 derselben durch diesen Punkt gehenden 6e« 
raden) schneiden, so ist von den drei Pyramiden, welche 
einen beliebigen andern Punkt Jlf zur gemeinschaftli- 
ohen Spitze haben , und deren Grundflächen in den 
Ebenen der Paare liegen und den Momenten, der letz- 
tem proportional sind, die Summe der zwei Pyramiden,^ 
welche den zwei zusammenzusetzenden Paaren aageho* 
ren, der Pyramide des resultirenden Paares gleich. 

Uebrigens müssen hierbei noch £e Zeichen der 
Pyramiden gehörig beachtet werden* Denn in der 
Gleichung (a) bekommen je zwei Parallelogramme nur 
dann einerlei Zeichen, wenn die Paare, zu denen sie 
gehören, von einerlei Sinne sind, und nachdem je zwei 
dieser Paare, wie NC^ HM und Nti^ IM\ einerlei 
oder entgegengesetzten Sinn haben, erscheinen offenbar 
die Paare ffC^ BA mi4 NB^ DA^ wem fon M auf 
fie Ebene de# jedesmaligen Paares herabgesehen wird, 
mit einerlei od^er entgegengesetztem Sinne. Mitiiitt 
nrassen sieh skieh die Vorzeichen der Pyramiden nach 
de» Sime rieliten, mit welchem £e Paare, übw^ deren 
Ft&ehen sie eonstruirt sind, Ton Jlf ans betroditet, 

zeigen. 

Der eben erwiesene Satn gute aber nicht nnr fnr 
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Eweiy sondern atiöh f&r jede grössere AnzaU znsam- 
menzusetzender Paare. , Denn \¥erden zwei Paare kxm 
dnreh p und p\ ond ihr resoltirendes Paar dareh r 
kiezieiehnet} und &ückt Mp die Pyramide aus, deren 
Spitze Mj und deren Grundfläche ihrer ^ Lage und 
Grösse nach das Parallelogramm des Paares p ist, 
u. |i« \¥«9 so is^ ^enn die Ebenen der dreiPaair^ darch 
einen und denselben Punkt iV gehen: 

Mp + Jlfp'=Mr. 

Kommt nun zu den Paaren /», /»' ein drittes //', 
dessen Ebene gleichfalls durch N gehe, <— gleichviel, 
ob sie auch durch die gemeinschaftliche Durcbschnitts- 
linie Tohjty p\ r geht, oder nicht, •— und giebt dieses 
Paar p*' in Verbindung mit p und p\ oder mit r, das 
Paar r^ als resultirende?» so hat man, wenn auch die 
Ebene von r' durch N gelegt wird, Mr + üf/»" = Mi^^ 
folglich 

^ Mp ^ Slp' + Mf/' ^ Mr% 

undi so fort bei noch mehrern^ durch denselben Punkt 
Ü' gelegten Paaren, wenn auch hier je z^wei Pyramiden 
mit einerlei oder ^entgegengesetzten Zeichep genommen 
werden, je nachdem die Paare, zu denen sie geboren, 
Ton M aus gesehen, mit einerlei oder entgegengesetz- 
tem Sinne erscheinen. 

Hat man daher ein System van Paaren im Baume, 
deren JEbenen sieh in eif^em und demselien Punkte 
JV schneiden^ so ist die algebraische Summe der Py- 
ramiden y welche irgend einen andern Punkt M tur 
gemeinschaftlichen Spit%e haben ^ und deren Chund- 
flächen in den Ebenen der Paare liegen und den 
Momenten der ' letztem proportional sind^ gleich einer 
Pyran^ide mit derselben Spitze M und mit einer 
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Cfrundßäehe^ die in der durch N gelegte^ Ebene des 
retultirenden Paares enthalten und dem Momente 
de^seiSen proportional ist* 

Haben aber die Paare kein resultirendes ^ son- 
dern sind sie im Gleichgewichte^ so ist für jeden Ort 
von JU die Summe der J^ramiden mM. Denn weil 
dann jedes der Paare ^ z« B. /», im entgegengesetzten 
Sinne genommen, das resultirende der jedesmal übrigen 
ist, und mit dem Sinne eines Paares zugleich das Zei-^ 
oben seiner Pyramide in das entgegengesetzte Ter- 
wandelt wird, so hat man — Mp = Mp' + Mp^ 4- . . . , 
folglich J!f/? + ilf/>' + Jtf//' + ...=:0. 

4. 53. 

Kehren wir noch einmal zu der in §• 51. gemachten 
ConptructioiDi zurück und nehmen an,' dass die in den 
Ebenen der zwei zusammenzusetzenden Paare über dem 
Dnrchschnitte AJV dieser Ebenen beschriebenen, den 
Momenten der Paare gleichen ParaUdogramme A€^^ 
AE (Fig. 22.) rechtwihklich gemacht worden sind. Als- 
dann wird in Folge der Construction auch AO ein 
Rechteck, die zwei Paare CNy AB\ ENy AD und 
ihr resultirendes ONy AF erhalten gleiche Breiten 
=:= AN^ die einfachen Kräfte CN^ EJV und &iV^ wer- 
den folglich den Momenten der Paare proportional, und 
die Winkel dieser Kräfte werden den Winkeln gleich, 
noter denen sich die Ebenen der Paare schneiden. 
Sollen daher zwei in zwei nicht parallelen Ebenen lie- 
gende Paare zusammengesetzt werden, so kann man 
auch so verfahren, dass man zwei den Momenten der 
Paare proportionale gerade Linien unter demselben 
Winkel an einander setzt, den die Ebenen der Paare 
mit einander machen, und von diesen Linien, als*Kräfte 
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betrachtet, die Re8ldtaIlt^ bes^imtat, Pa? Momwt des 
resbltiresdeo Paares ist ulsdanp dieser Resiiltaate pro« 
portional) and seine Ebene maobt «lit dea J^b^Mieli dar 
gegebenen Paare dieselben Winke)^ w#Iqbe 4J# Resul- 
tante mit jeneii zwei l^nien bildet, 

Da der Winkel ^w^ier Ebenen )mfM^ ieip WinM 
gleich ist, welpben zwei auf danB^benen erriebtete N^- 
malen mit einander machen, isp llMsst sieb die Regirt 
fii^ die !Zji|sapiinen#et^i|ng zweie? Paare aach folgender- 
gestalt abfassen: 

Durch einen beliebigen Punkt lege |i»ao zwei» 
die Ebenen der beiden P|iare normal treffeadn ooddan 
Momenten derselben proportionale Linien OP^ Oü^ 
und suche die Resultante ffieser Linien, welche OR 
(die Diagonale den P|urf|lle)pgramms PO^A) sey. Ein 
Paar^ dessen' Ebene aornial auf OJtj aäd dessen Mo« 
ment der OJi proportieaa) ipt, wird das rerlaVigte re- 
sultirepde s^ji|. Dabei ist hinsidbtlich des Dianes der 
Pa^e noch zp bemerken, dass, wenn die Richtungen 
von P nach 0, teil ü aach O, Ten iSdach O, sucoes- 
sive als die Richtupg Tom Kopfe nach dea Füssen des 
Beschauenden genommen werden, jedes der zqgehdrigoi 
Pfuire mit einerlei S^ip erscheinm muss. 

|Jn^ diepe Yori^^hvift für die Zusammensetsaag 
zweier Paare noch eieffteher ausdrücken zu könneo, 
wollen wir gerade (Jnien, die auf den Ebenen der Pasre 
normal stehen, dßVi^ LlUigen fiich wie die Momente der 
Paare Terhalten, und deren Richtungen so genomm^ 
sind, dass in Bezug auf sie die resp. Paare einerlei 
Sinn haben, die Axen der Paare nennen. Alsdann isif 
wenn die Axen sämmtlich durch einen und denselben 
Punkt gelegt wMen^ die Resultante der Axen derswei 
zusammenzusetzenden Paare die Axe des resultirenden 
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Paares; und maii ülb^ersi^U: Idoht, daas dieselbe eio- 
fftche Regel aaoh. b^ jeder grosseren Zahl Büsamtneii^ 
zusetzender Paare Hire Riebtigkeit bat, imd somit die 
Zusammensetzting yon Paaren in jedem Falle auf die 
ZnsatBEiie&setsmig einflacber Kräfte, $e in einem Punkte 
sieb treffen, lurödkgefiibrt ist Sind diese dnroh die Axen 
tar Paare vorgestellten Kräfte im Glelobgewiobte , so 
berrsdit aiicb CUeiobgewiobt zwiseben den Paaren selbst* 

♦. 54. , 

Nodi eine Methode, Paare, die in versobiedenen 
Ebenen liegen, zusammencusetsen, gründet sich auf 
folgende Betraobtnngen» 

i) Bei dem Parallelogramm JtßCD^ifit die Kraft 
CA glridiirirkend mit den Kräften CB, £7/1; Iblglicb 
sind BCy CAy AB gleiehwirkend mit C/l, ^^B; d.b. 
drei Kräfte, welebe ibrer Riobtnng und Grösse naob 
durch die drei Seiten eines Dreieoks dargestellt werden^ 
sind gleicfawirkend mit einem Palire, welohes in der 
Ebene des Drdieeks (oder in einer damit parallelen 
Ebeue) liegt, und dessen Moment durch den doppelten 
Inhalt des Drmeofcs ausgedrückt wird* (Y^gL §• 47« c). 

2) Seyen A^ B^ Cy H die Tier Ecken einer drei- 
seitigen Pyramide, Man lasse in Jeder der sechs Kanten 
derselben zwei der Kante proportionale und einander 
estgegengesettte Kräfte wirken; AB^ BA^ ACy CA^ 
Q. 8« w. Diese zwdlf , einander zu zweien, und daher auch 
alle zusammen, das Gleichgewicht haltenden Kräfte 
kann mau aber auch zu dreien so zusammenfassen, 
dass man vier in den vier l^eitenflächen d^ Pyramide 
wirkende Paaire erhält: nämlich erstens das Paar, wor- 
auf sich die drd Kräfte AB^ BC^ CA in der Ebene 
ABC redudren, nnd dessen Moment der doppelte In- 
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halt des Dreiecks ABC ist, und eben 60 noch drei 
andere Paare, deren Ebenen nnd Momente doroh die 
Dreiecke CBDy CDA^ ADB bestimmt sind. 

Vier in den vier Seitenfläcben einer Pyriunidevb- 
kendo Paare, deren Blomente den Flächen selbst pio- 
portional smd, und welolie für den Beschauenden, wenn 
des^n Richtmig vom Kopfe nach den Fössen jedesmal 
von der äussern nach der innern Seite der Fläche geht, 
einerlei Sinn haben, halten demnach einander das Gleich- 
gewicht. 

3) Werden die Kräfte dreier dieser vier Paare, 
K. k der in CBD^ CDAy ADB wbrkenden, in die 
entgegengesetzten verwandelt, so dass nunmehr 2.DBC^ 
2.DCA^ 2.J}AB die Momente der Paare ausdrücken, 
so werden diese Paare zusammen gleichwirkend mit 
dem vierten, dessen Moment 2. ABC ist Es lassen 
sich aber die Dreiecke /IB €7, DCA^ DAB auch 
ansehen als die Projectionen des Dreiecks ABC auf 
die Ebenen dieser drei Dreiecke durch Linien, welche 
resp. mit DA^ DBj DC parallel sind. Zugleich 
verhält sich dabei jede m der Ebtoe ABC enthalteDe 
Fläche, z. B. das Parallelogramm eines Paares, zn 
ihrer Projection auf eiiie der drei Ebenen DB C u. s. w., 
wie das Dreieck ABC zudem Dreiecke DBC vl.^^* 

Projieirt man denmach ein Poiir auf drei »ich 
unter beliebigen Winkeln in einem Punkte schnei- 
dende Ebenen^ und zwar «0, da99 jedesmal die pro- 
jicir enden Linien mit dem Durchschnitte der beiden 
Ebenen y auf welche nickt projieirt wird^ parallel 
smdy so erhält man drei Paare ^ ufelche zusammen 
gleiche Wirkung mit dem erstem Paare haben. 

4) Soll dahdr von mehrem gegebenen Paaren das 
resnitirende Paar gefunden werden, so projidre man 
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auf besagte Weise jedes der erstem auf drei Ebenen, 
die sieh in einem Punkte schneiden« Die hierdurch in 
jeder dieser Irenen entstehenden Paare sind aber 
(f. 23.) gleichwirkead mit einem: einzigen , < dessep Mo- 
ment der Summe der Momente der ersteren gleich ist; 
und somit reduciren sich alle gegebenen Paare auf drei 
m dea drei Ebenen «irkende, die nnn wiederum; durch 
Verbindung je zweier, zu einem Paare zusammenzu- 
setzen sind. 

,5) Findet sich in jeder der drei Ebenen das Mo- 
ment der Prejectionen null, so herrscht itai jeder d^ 
Ebenen, und mithin auch zwischen den gegebenen Paa- 
ren selbst, Gleichgewicht; und umgekehrt: scdlen die 
gegebenen Paare im Gleichgewichte seyn, so muss 
diese» zwischen den Projäctionen in jeder Ebene be- 
sonders statt finden , und daher das Moment der Pro- 
jeetionep in jeder Ebene null seyn« Denn wäre nur in 
zwei Ebenen das Moment der Prejectionen null, so re« 
ducirte «ich das System auf ein Paar in der dritten 
Ebene. Wäre aber Miss in einer oder in gar keiner 
der drei Ebenen das Moment nidl, so hätte man zuletzt 
zwei Paare in zwei nicht parallelen Ebenen, oder drei 
Paare, deren Ebenen sich nur in einem Punkte schnei- 
den, und es könnte dann nadi §• 52. a« eben so wenig 
Gleichgewicht vorhanden seyn. 

6) Hat man alle Paare des Systems auf drei in drei 
coor^nirten Ebenen liegende Paare, Aeren Momente 
=: £iy JUy N uejea^ zurückgebracht, und hat man 
ffiese drei Paare zu einem rinzigen, dessen Moment 
= W^ znsammmgesetzt, so muss man durch Projection 
von WT auf die drei Ebenen di^ drei Momente Z>, ilf, 
N selbst wieder erhalten. Denn ergäben rieh als Pre- 
jectionen von W drd Paare, deren Momente L\ M\ 
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N^ von dea Torigen yersdüeden wäreo^ ^ao mtestai^ 
weil l^y My N sowoM, als L\ M, N' mit W gfeiob. 
viekeitid Mndy dia drei Paare^ deren AUmenta ^ssU'-^L^ 
M-^M^ N'^r^Ny JQt Gieichgewiofate acc^D. IMes«8 
ist abev^. wie elien gezeigt wwdea, niebt anders nog- 
fiok, ab wenn J&'~l/=0, Jf' — Jlf»0, iY'~i^=xQ; 
fdgfieb IL 8» w. 

f 55. 

Zasätse. €k Ist AB€Ji emYiereel^ magres in 
einer Bbene liegen , oder nidil^ so sind die Tier'KiäJle 
AB^ BCy CI>y nA gteielivirkend mk den KcäfteB 
ABy MCy CA und AC^ CDy I^Ay also (§.M. 1) 
gleidiWBiliJend mit swei Paaren, deren. Ebenen und Bio« 
mente die BreieclLe ABC nnd ACD angaben, folg«* 
Uoh immer gleiehwiikaid mit einem einzigen Paare, 
das, wmm» das Yiereok ein ebenes iat^ in der Ebene 
dessdben Hegt, und suun IMkmiente £e doppelte Snmiiie 
der zwet Dreieoke) d. i* dton. doppelten« Inhfdk des Vio^ 
eeks bat» Auf diesdbe Art kann man bei jedem Yieteck 
von mebrern Seilm ii^ttrfaliseft, indem man dasselbe 
dnioh Diagonalen in Breied&e aerle^ nnd kann daher 
den allgemeinen Sato aufstellen: 

gen und Intensitäten naek durch die SäiUn irgend 
einse Vieleaks, Porg^steUt werden^ läui siaA immer 
auf ein Pemr ^eäudren^ dme^ wenn da* Vieieck ein 
eienes isty in der Ebene deewlben Uegtr und ei» dem 
dof^eUen Inhalts deM Vielecke. gMehemM^meM hat^ 
6. Anf ähnUohe Weise lässt sieb aaob der Sala 
in Nr. 2. des Torigen* §.. von der dreiseitigen PyramidB 
veBaUgemeineni nad auf jedea P<^e^r aaadiAtteOb ^ 
Jede Kante eines Polyeders ist diQ> gemeinscbaftSohe 
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Seite cweinr das«eV|e begreosenden Flftdien, utaä wwaa 
itr ffinn jeder dJeser Pläohen mo genommen wird, dass 
«r ebwDi sof ihre Anssenseite herabBofapaenden Aoge 
bei allen' dersribe ixt, so hat in den Perimetern je 
TWtiet 8tt einiutdeT itässenden PHohen die ihnen ge- 
meittsebaftliolie ^ite eat(i:efi;eDgesetzteitiöhtnirgen; z, B. 
<fie Kmte BC der oUgen Pyramide .<ffiC^/2, als die 
Snte BC äet Flftohe ABC, vaä ab die Seite CB 
der Pläelia CBD. Lftsat man dafatf in jeder ^ ibrem 
Sfame oadk- anf die beselBiebene Wdse genoinmenen, 
Fläobe jede Seilfe eine Kraft vorstetten', so bttheo' such 
fiese Kräfte pifB^weise das Gleichgewi^f. JÜngleifik 
aber aiBd' die zünrPbritBeter eiaer und derselben Fläcfae 
g^^igen- Kräfte mit einem Paare gteiehwirkend, dieBsen 
HonKMf dem bihafte der Fläobe propoitioiial ist; nnd 
int 9^£«Biwil dtkher: 

£if» Syttetn von Paaren^ deren E6enen und 
Shmenf« dttreh dßs flächen einet Polyeder» darge- 
Mefff wte^äMy und we/cAe, wenm t^le f^ächeit von 
i i% e r l e i S^te ifion d«r äagtem oider der ürmem) 6e- 
tracAtee weTdeMf intgeaamml ein^tiei Sitm haSien, ist 
t)n Gteiehgeieiehte, 

e. l*M<o& #.M'- 8- ist das Moment £ der Pin^Dctio» 
(«■W SystetiM ~T(m Paaren- auf etne beliebige' Ebene 
den' MeMrtBtd iitt Projeotion' des reanltireDden Paares 
W tiaf iHeseH« - Ebene gterob. Ote nnn das Moment 
diMF Firejeittiea ^Ue» PaalrtiB t^ anf e!ii« mit seiner 
ßMne ^«MU|elliD Ebene dem Momente des projiohten 
Paavea- selbtt gle{)A ist, was aacb die (vojicirenden 
Liatian ibit dMi' zwei paSfdltifetfEbenMfuifeiQeB Winkel 
maitlieä} tAi tey'iCenn i6an lüa Piiar M^dorobOnieir, 
i6b in scäief BftHtfB Hdbirt lieget!, tfof irgend eine andere 
EbeM ftajitirt, dito Bfoiuetit der Pn^eotion iinmerDDll 
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ist: 80 besitzt die Ebme des Paares , wolraof eidi ds 
System von Paaren rednurea lässt, and weloho Ehtm 
man die Hauptebene des Systems nennt, die zwei 
Eigensohaften, dost erstens das JUometa der Pro- 
jection det Syttenu auf die Houpteiene ünmer von 
derselben Grotte itt, nmter welchem IV^inkel auci 
die projicirenden Linien die Hta^t^ene ichneiden; 
. tmd datt »weitentf teetm da» Syttem durch Hiimea, 
Vielehe mit der Bawptebene parallel sindy auf irgend 
eine andere, mit ihr nicht parallele, Ebette prcfficiri 
wirdy dae Moment der Projectian mtU-itt, 

Uebrigou ist sdion wegen §.50. die Lage der Haupt- 
ebene nicht vollkommen, sondern nur den Winkeln nach 
bestimmt, welche sie mit den -Ebenen der Paare des 
Systems bildet; d. h. ea giebt ein System parallel« 
Ebenen, deren jede als dio Hanptebene angesehen vvr- 
den kann. 

Eine dritte mericwürdige Eigensohaft der Haapt- 
ebene besteht darin, datt, wenn man die prejieirm- 
'den Jjinien die Projectioniebene immer reeiitrinhi^ 
schneiden lätat, dat Moment der I^-oJeetion auf ^ 
JBai^tebene grptter ist alt dat Moment der Pro- 
jecHon auf irgend eine andere E6ene. Denn da du 
Moment der Projeotion des Systems immer dem Mo- 
mente der Projeotion des resultirenden Paares glei^.h 
ist, nnd dieses Paar in der Hanptebene liegt, so ist 
unter der Voranssetznng reohtwinkliger Prigeotionett iBS 
Moment der Projeotion des Systems anf irgend eiop 
Ebene gleich dem Momente des remttirenden Paare», 
moltiplitnrt in den Cosinns des Winkels, den diese 
Ebene mit der Hanptebene macht; folglich am grüsateo, 
wenn der gedachte Winkel nnll isf^ also die PiojectioDB- 
ebene mit der Hauptebene parallel geht — Ist dieser 
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Winkel tiß reoktflr, atdrt also die ProjeotionBebcoie auf 
' der Hauptobene uormal, bo ist der CoBinuB des Winkels, 
I und daher auoh dasMoiueat der Projeotion desSystemb 
I null, wie anidi Bobon daraus folgt, dasa dann die pTO> 
' jieirfindeD Linien mit der Haaptebene parallel laufen. 
; Eben se leicht sieht man endlich, daat för alleEibenen^ 
I velche mit der Bauptebene gleiche ¥Viniel maehetty 
• da* Moment der IVojection von gieieAer Cfrötäe itt. 

«. 56. 

Alle die Torigea S&tte kann man andi rein ge»< 
metTiBob ansdrüokea, indem man dem Sj^teme der 
' Paare «in System begrenzter Flächen, die in Tersdiie- 
denen Ebenen li^ea, und dem Momente der Prcgection 
auf eine beliebige Ebene die SnnUne der Projectionen 
der Flächen anf dieBoIbe Ebene inbatitnirt. Wann dem- 
Dach von »nem aolehen Systeme von näohen die dr« 
algebraiw^en Summen ihrer Projectionen anf drei Ebe- 
nen, die sich nnr in einem Pmikte Bchneiden, einzeln nnll 
sind, 80 tat es anah die Somme ihrer Projectionen auf 
jede vierte Ebene. Ist aber diese Summe fnr kdnc^ 
oder doch meht för jede der drei Ebenen null, so l&Bst 
sich immer eine Ebene aogeben, die mit den Ebenen 
des SysteiDB bestimmte Winkel maebt^ die Hanptehene 
des Systems, und in dieser Ebene eineFläobe von be- 
stimmtem Inhalte, die resoltireude Fläobe, so das» die 
Snoinie der Pngeotionen der gegebenen Flächen anf 
irgend eine Ebene der Projeotion der resnllireBdeii Fliehe 
gleich iat; dass daher, wenn nur re<Atwinklige Pro* 
jeotionen sngelassen «erden, die Summe derPrejeetio> 
oen auf die Haaptebene £e grSsste unter allm and 
der resnltirenden Flädie selbst gleich' ^t; n. a^ w. 
Da OTidlidi ein System von Kräften, welche doroh 
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4» Sutoa doM Vieleck» TsrgesttW wndmi, sidiHeh 
äana^ wen du Videek kela ebesc» ist, ^ «n Pur 
l e Aiii t (^5& o.), 10 kann imui die elM» anfgeHtellteB 
(feDiiMtiriMdwB Siiie ii««h nMtv refallgemeiaem, bdem 
man, statt HLBboim entbalteDn Fbohe», aiabt t^tm 
Vielecke, eder Belbat in ncfa mrücblaofea^ Currea 
ve» dnH>e]ter KriimmnBg setzt. So mina es A B. fit 
jede Cnrr« dieiw Art ein« Banpt^eaa gekm'' roQ der 
Besohaffflobeit, daas wenn man die Curve doroliPaial- 
lelen mit dieser Ebene auf s-gend eine andere damit 
niebt paat^^le Ebene pngioirt, derlnhdt tev Projeotiao 
=£=0 iat. Diese Projeotion naas (elglieb «we in siA 
nuDcklaoEHida und dabei sieh selbst ein oder nielmn 
Mala aritteMenda Gocve eey n. Ver^ %. 45. 3, 

Znaat«. Beatdit das System ans begrent» 
Ebenen^ so kann' maa^ znfolge d»a (. Ü. odtar die Eü- 
gensdiafban d«e BUnptebeDe »oeh £e awtzea-, dtes, 
wenn man alle'Bbenen. des ^ateMsi raid die Haaptebese 
Awob einea unddenseibett'Pnaktgahen'iässt, dtv^mame 
d^ pTxamiden^ weldve ' i^end emea Punkt mt geioeiB- 
sahafüliahen' Spibte ob^ die begrenzteii Ebenen zB Grund- 
fiftcben hal*ea,. der Pyramide gleich ist, welohe £escti)« 
Spitaa aad die residtirende Fiäoke in der Haaptebem 
anr Grundfiböbe bat. 

INesv G^ukiang awlsehen Pyramiden. Ahdet selbit 
imn- Hoob< statty wenn die Ebeoea dei SystvnB äieh 
aEcht hi' einamPmilite aobmiden, sDadWU irgend aadere 
besdnmt» Logeo- haben; Die ■aaptebeae, -^ veno 
a&ders- eine' atMn enstiat, vd wenn-nicht^ ««9 ea snob 
gjeseiwben' kaim^ die Snnnie dar Pjvaaüden' UiHr dei 
Flttohen dea St^atVaa för jadm Ort der gemeämbaft- 
liche» Spitoe T<m|^ioherGf6flafr is^^ Int'dttaBebw- 
iUb ek« 'nAkiMBiiiai boaliniBite Lagsi 
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Dieser letzten S^te kaim aus dem vorilergeheMton 
leicht vermittelst des Lehnsatzes erwiesen werden, dass die 
alfebraisohaSuiaaie zweier Pyramiden ober zwei einander 
gletohen, parallelen und ihrem Sinne nach entgegpeage* 
setzten Fläehea fw alle Oerter ibprer gemeinsebrfUicbeii 
Spitze con^taat ist. Doeh hat dieser Lehnsatz ebes so 
wenig, als der damit erweisbare Sutz selbsU:^ eine» ihm 
in der Statik veUkommeo entsprechenden« 
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Fünftes Kapitel 

Ton» Crteichgewichte zwisehen Gräften im 

Räume tkberhaupt 

f. 57. 

Btftm A'M^ Cßi JßFj r • • mehrere anf einm fesim 
K^er nack beliebigen Richtangen im Räume wsrk;eB#0 
Kiäjfte« Dordi einen beKebigen Punkt JV des Körper» 
lege man A'B'j CJO^y EF^ :. . resp, mit^JB, C/>, . . . 
gleioh, parallel und naeh entgegengesetzten Rlohtangen, 
so ist, wia in §^32., das System der Kräfte AB^ 
CDy... welches & heisse, gleiohwirkend mit imm 
Systeme V der einfoehba duroh IV gehenden Kräfte 
«A'^ iyG,...mA dem Systeme W der Paare ^i^ 
^B^\ CD^ €^IJl\^i. mid^ es^ können nun, wie«. a;.O^y 
nicht mehr ab lb%eiid# vier Fällen eintretenst das» mil«^ 
veder jedes der beiden< Systeme V und W für sieb^ 
odmß nur das System V^ oder nnr W^ m&t keiaiesTNi 
beiden im Gleichgewichte ist ; und dass didier da» 
System S selbet en#w«der im CSekA^wichte ist,, oder 
sioh auf ein Paar tr (§• M* ^*)v ^^e» auf eini9 einlaehe 
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Kraft f , oder auf eio Paar v and dae «infbdie Enft 
V zagleioh redacirt 

Letzterer Fall, welaheB der allgemeliiite iat,' mackt 
nooh oine ErSrteroDg nothwendig. Liegt nämli«^ « m 
der Ebene von w, so lassen aioh 1»eide auf wne ein- 
faohe Kraft, vie im zweiten Falle, znniokbriagci. 
Dasselbe gilt aaoh doDOj wenn v mit der Ebene von« 
parallel läuft; denn man hat nur das Paar w parallel 
mit Moh fortzbfiihreD [f. 50.), bis es mjt v in dieselte 
Ebene kömmt, und kann es htetanf mit t», vie Torhin, 
vereinigen. 

Schneidet aber v die- Ebene von w, so lusea sich 
die eine Kraft v nod die zwei Kräße von tu zwarniobt 
anf eine, aber doch immer auf zwei rednoiren. Demi 
man verlege das Paar w in seiner Ebene so,.,d88B ik 
eine seiner Kräfte durob den Dnrohsohnitt der Ebene 
mit V geht, also v selbst schneidet, und verbinde hier- 
' asf £ese eme Kraft mit v. Die Resultante dieser Ter 
bindung und die andere Kraft des Paares «r sind-^aiu 
die Fwei mit v und w gleichwirkenden Kräfte, die, vie 
überdiess einlenohtet, nicht in einer Ebene li^eu. 

Ebtoa sq kSnnen auch nmgekehrt zwei Kräfte v 
und tff welche nicht in einer Ebene enthalten «d^ 
immer in ein Paar und eine eiafache Kraft verwandelt 
werdm. Denn legt man durch einen beliebigen Punkt 
in der iUchtnag von t/ zwei der v gleiehcj parallele und 
Lander entgegengesetrte, sieh selbst also das Gleidt- 
gewioht hütende, Krfiüle, so bildet die eine derseiben 
mit V nn Paar, und die andere lässt sich mit t/ m 
euer die Ebene des Paweä schneidendra Kraft zusain- 


Da4a aber xwei Krqfte^ w«lehe nicht in ekier 
Ebwe lügen, aho awsH em Paar tu und eine Jif ' 
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Ebene desselben schneidende Kraft v^ nicht auf mne 
eimige Kraft reducirbar smdy dass folgliob dieses 
w und ff nicht mit einer einzigen Kraft «/ ins Gleich- 
gewicht gelnracbt werden können, dies lässt: sich also 
beweisen. — - Gesetzt, es wäre Gleichgewicht zwisd^en 
w^ V und «/ möglich, so kann erstlich die Kraft t/mit 
V nicht in einer Ebene liegen* Denn sie würde dann 
mit V entweder im Gleichgewichte seyn,' oder mit t/ein 
Paar bilden, oder sich mit v zu einer einfachen Kraft 
zusammensetzen lassen« Alsdann bliebe im ersten Falle 
w zurück, im zweiten Falle hätte man nächst w ein 
zweites nicht in der Ebene von w liegendes Paar, und 
im dritten nächst w noch- eine einfache Kraft, also in ' 
keinem der drei Fälle Gleichgewicht* Setzen wir aber 
zweitens, dass v und t/ nicht in einer Ebene liegen, 
80 lassen sie sich nach dem Vorigen in ein Paar uf 
und eine einfache Kraft umwandeln, und es müsste 
daher die letztere mit dem aus w und a^ zusammen- 
zusetzendem Paare' das Gleichgewicht halten, 'welches 
ebenfalls unmöglich ist (§. 18« Zus.) ) folglich u, s. w. 

Nach diesem Allen sind daher bei einem Systeme 
S von Ejräften im Räume vier Fälle zu unterscheiden, 
indem dasselbe entweder im Gleichgewichte ist, oder 
sich aitf em Paar, oder auf eine einfache Ejraft, oder 
auf zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte zu- 
zückbringen lässt Der erste dieser Fälle tritt ein, 
wenn von den Systemen V und W jedes für sich im 
Gleidigewichte ist; der .zweite, wenn es nur F'ist; der 
dritte, wenn es nur W ist, oder wenn ff^ sich auf ein 
Paar reducirt, dessen Ebene mit der Resultante von 
F parallel gebt; der vierte, wdnn weder J^ noch W 
im Gleichgewichte ist, und die Resultante von F'und die 
Ebene des residtirendcn Paares von IV sich schneiden« 
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Qu n^ dieaea B^eiiiag€ii swisoheii F imd fF 
aH# Hi%lidien Fälle eneUpft mnüy so nd sie Bi<At 
bless i|e iiotliwendigeDy aondeni aaoh die Unreiohead« 
Bediogtagmiy imter welehen das System S im Gieidi- 
gewidite Ast, oder sieh «af ein 'Paar redaoiren lässt, 
n. s. w« und wir köaaea daher ungekehrt sdiliessen: 
Soll ia dem Systeme S 01«ch([;emeht herrschen, so 
mnse Ten dea Systemen S nnd fy jedes Bat sieh im 
Ctteiehgeindite seya; n. s« v. 

f. 58. 

^ Das mit JfP' bezeiohnete System Toa Paaren wurde 
gebildet, indem darch emen beliebigen Pnnkt N mit 
dea&äften jiB^ CDy . •• des Systems S gleiche «id 
parallele, aber nach entgegengeseteten Riohtongen w- 
kende Kräfte AV^ C^ZK, ••• gelegt wnMen. Die Mo- 
mente der Paare AB^ A'R\ CD^ CMy\...y aoi 
denen W besteht, sind daher den Doppelten der Drriecke 
NAB^ NCO^ . . . gleich. Z^dem fst das System Wv^ 
beschaffen, dass die Ebenen seiner Paare sieh in einem 
nnd demselben Punkte iVsdmeiden, und man lamn folg- 
lieh auf dteselbe den in §r&2. erhaltenen Sat^ aawendeo. 
Soll demnach das System j9, mithin auch das System 
W (vor. §.), im Gleidbgemchte seyn, so mifss jenem 
Satze zufolge die Somme d^r Pyramiden, weiehe & 
Dreieoice NAB^ NCDy « . zu Grundflächen nnd einen 
beliebigen Punkt M zur gemeinschaftlichen Spitze ha- 
ben, d. i. die Summe der Pyramiden MNABy MNCDy . . * 
also der Pjpramiden, welche MN zur gemeinschsfitli- 
dien Kante und ABy CDy zu gegenüberstdicnMten 
Kanten habcsi, null seyi^^ nnd vAr haben somit folgen- 
jded Theorem gefunden: 

B$im ßkieigewiekie emes SytUmg von KrafUn^ 
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welehe mrf einen frei bewegUehen Korper naeh 6e^ 
Kebigen RieAUMgen im Aaume wirken^ ist die Summe 
der Pyramiden^ weiche eine gemeifMchafiHUAe Kante 
vm beüeUger Lage w$d Langej und die KrS^ 
telJbH^ ihrer Richtung und Intemität milfchy durch 
gerade Linien vorgeetettij xu gegenütertUhenden 
Kanten haten^ immer gleich mßtt. 

Was die Yorzeiehen dieser Psrrainiden aolaogt, so 
riehtet steh jedes, s«,B. das Zeichen von MNABj 
nach dem Sinne^ mit welehem das zogeh^ge Paar 
AB^ J! B^ einem yon iXf auf dasselbe herabsehenden 
Augeersohwit (§«52.)9 oderanch, -^ weil i\r ein Punkt 
vsL Jt V ist, -<^ nadi dem durch die Folge der Bnch- 
stabjcn NAB ausgedrückten Sinne ans demselben €(e- 
siohtspunkte* Man nehme daher die Richtung MN der 
gemeinsohaftlidien Kante, als dieRiditung vom Kopfe 
nach den Füssen, und bestimme das Zeichen jeder 
Pyramide, nadidem die Richtung AB der gegenüber- 
liegenden Kante dem ihr zugewendeten Auge nach 
rechts oder nach links gehend erscheint; oder, was auf 
dasselbe hinaoskommt t man denke sich den Körper, 
auf welohen die Kräfto wirken, an lUN^ als einer AzOf 
befesfigt, und gebe dann je zwei Pyramiden einerlei 
oder entgegengesetzte Zeichen, jenachdem die Kräfite, 
welche durch die gegenüberliegenden Kanten vorge- 
stellt werden, den Körper um ilf i\r nach einerlei oder 
entgegengesetxten Seiten au drehen streben, 

f. 59. 

Beim Gleichgewichte eines i|i emeip Ebene enthal- 
tenen Systems von Kräften war die Summe der Dreiecke, 
welche irgend einen Punkt M der Ebmie zur gemeii^ 
aohaftliohen Sjj^ta^nnd die Kräfte zu gegenüberliegenden 
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Scitaa hatten, =0. Ws« also dort ein einfacher Pankt 
M war, geht lüer, wo die ELffifte nicht mehr in der- 
seihen Ebene liegen, in eine gerade I^nie Jlf^iiber 
und die dortigoD Dreiecke MAB,.,, vervandeln sieh 
da^t in dreiseitige Pyramiden MNAB^,., Sowie 
non b |enem einfachem Falle die Doppelten der Drei- 
eoiie MAB,,..y oder die Parallelogramme, zndeneD 
sie dohergänson lassen, dicMomentederKraftejif,.. 
in Bezug anf den Punkt M hie^sen, so wollen wir nif 
BOBlogeWeiaedieSeehsfaohenderPjramidenitfiVJil,... 
oder dieParallelepipada, welche MN vaAAB^ n.>.i. 
zu gegenüberliegenden Kanten haben, jedes derseUki 
tiiit dem ihm nach der Regel des vorigen (. znkommeu- 
den Zeichen genommen, die Momente der Kräfte 
Aß,., in Bezug auf die Gerade oder Axe MNnet- 
Den. Die Summe der Momente aller Kräfte des Sysleim 
iu Bezug anf dieselbe Axe soll, eben so wie bei Sj- 
Bleuen in Ebenen; das Moment des Systems selbst 
riicksiobtlioh dieser Axe heissen. — 0er Satz des vo- 
rigen §, lautet damit also: 

Ist ein S^ttam von Kräften ü» Räume im Glei^ 
gateiehiB, »o üt Jvr Jede. teUeÜge Axe da» Memmt 
det Syiteme null; woraas nadi der schon in ^33. u- 
gewendeten Schlnssart weiter fdlgt: 

Qleichwirkende Syiteme haben üt Baatg auf eint 
und dietelfre beliebige Axe einander gleiche JUomenie. 

Zusatz. Eine der Flächen des ParallelepipeduniB, 
von welchem JHJV und AB zwei gegeoUberliegende 
Kanten sind, ist das Parallelogramm, welches MN und 
eine von Jf ausgebende, der AB gleiche und parallele 
Gerade sn anstossenden Seiten hat. Der Inhalt dies« 
Parallelogramms ist =BIIV.AB.ma(MN''AB^ B^ 
trachten wir dasselbe als Qnmdfläoli» des Parallelepi- 
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pedums^ so ist die. Höbe des letztem gleich dem vou 
emem Punkte der AB aaf die Grundfläche gefällten 
Perpendikel^ d« i. dem kürzesten Abstände der uiJ^ 
Ton MJV» Der Inhalt des Parallelepipedums MNAB^ 
oder der numerische Werth des Moment» der. Kraft 
AB in Bezug auf die Axe MN^ ist daher, wran nir 
noch die' Länge der Axe =?1 setzen, gleich dem Pre- 
dact aus der Kraft in den kürzesten Abstand ihrer 
Richtung von der Axe und in den Sinus des Winkelt 
dieser Richtung mit der Axe« 

Hiermit stimmt auch, wie man leicht wahrnimmt, 
die gewöhnliche Definition des Moment» einer Kraft in 
Bezug auf eine Axe vollkommen überein. Denn nach 
dieser Definition wird das Moment erhalten, wenn man 
die Kraft auf eine die Axe rechtwinklig schneidende 
Ebene rechtwinklig projicirt und diese Projection (= der 
Kraft ^ multiplicirt mit dem Sinus des Winkels ihrer 
Richtung mit der Axe,) in den Abstand der Projection 
von der Axe (=dem kürzesten Abstände der Kraft 
von der Axe) multiplicirt. 

Uebrigens soll in dem Folgenden, so lange qs nur 
anf das gegenseitige Yerhältniss der Momente, nicht 
auf ihre absoluten Werthe, ankommt^ grösserer Kürze 
willen die Pyramide MNAB selbst, nicht ihr Sechsfa» 
ches oder das Parallelepipedum, welches mit ihr zwei 
gegenüberliegende Seiten gemein hat, als das Moment 
von ^Ä in Bezug auf MN genommen werden, 

f 60. 

Von einer einzigen Kraft ^JS ist das Moment in 
Bezug auf die Axe JUN^ oder die Pyramide MJVABy 
nur dann null, wenn üf iV mit ^B in einerlei Ebene 
liegt. Eben so ist von zwei Kräften -4 B^ CD^ deren 
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KditDogen nicht nMammeiifaUeD, die Summe der lfo> 
mente nicht für jede Aze null. Legt man s. B. die 
Axe BOj dais sie mit jtB^ nicht aber zagleich mit 
Cß, in' einer Ebene liegt, so üt nnr Ton jlB, aber 
nicht ron Cß das Moment nnll, alao auch nicht di« 
Summe der Momente null*). 

Ist deoinaolt ein System von Kräften nicht im Oleicb- 
gewichte, sondern gleiohwirkend mit einer cnnfachen 
Kr^, oder mit einem Paare, oder mit zwei nicht io 
einer Ebene enthaltenen Kräften (f. 57.), so ist nach 
vorigem 4. das Moment des Systems dem Momente 
dieser einen oder zwei resultirenden Kräfte gleich, und 
daher nicht für jede Aze null. Da also, je nachdem 
zwischen den Krähen eines Systems Gleichgewicht 
herrBcht, oder nioht, das Moment doBSystemsfurjede, 
oder nicht für jede Axe null ist, so gelten die Sätze 
des vorigen (. auch umgekehrt, nämliob: 

Itt daa Moment einet Syttettu von Kräften tm 
Haume för jede beliebige Axe nttü, to hatten sich die 
Krqfte dat Gleichgettieht; und wenn die Jtfomente 
siweier Systeme für jede beliebige Axe ^ aii^f weicht 
ne gemeimchafthch bezogen werden, einander gleich 
tihdf so emd die Sytteme gleichwirkerfd. 


• *) Uflgeo drei Kräfte nicht id einer Ebene, » achnddet nicU ' 
jedeAxe, welche zweien denalben begegnet, anoh dje dritte. F3r tiie 
Axe, welche blos iwei dertelbeu trifft, itt aber du Moment allerdtd 
Kräfte gleich dem Momente der nicht getroffeneo dritten, alio ni<^ 
nall. Drei KtiAe, die nicht in dner Ebene liegen, können sieb folg- 
lieh nidit da* Gleichgewicht halten, nnd zwei Kräfte, die niolit it 
dner Ebene entbRlICQ lind, können nicht anf eine einzige Kraft redncifl 
werden, Dauelbe hl schon im $. 57. , 'jedoch anf dne wenig» «a- 
ladie Art, bewieaen wotd«i. 
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Die BedingODg, das« das Moment des Systems für 
jedeAxe null ist, d. b. d^s die Summe der Pyramiden, 
welche eiue gemeinsofaeftliohe Kante und die Kräfte 
selbst zu gegenüberliegenden Kuiten habeO} fiir jede 
Lage der gemeinschaftliehea Kaute sich auf Null re- 
dncirt, ist demnach bei Kräften, die auf einen frei 
bewegliohen Körper wirken, die für alle mOglioheB 
Richtungen der Kräfte geltende Bedingung des Gleich- 
gewichts, das oberste Princip dieses dileidigewiohts. 
Aas ihm mÜBses sich daher die im Früheren erhattenes 
Bedingnagen für die speoielleo Fälle, wenn die Kräfte 
in einer and derselben Ebene liegen, oder ihre Riditun- 
gen in eine und dieselbe Gerade fallen, rückwärts ab- 
leiten lassen. 

In der Tfaat, sind die Kräfte AB, CO,... in 
einer Ebene enthalten, so werden die Pyramiden MNAB^ 
MJVCDj ..., wenn man den willkührlioben Punkt iV 
und damit die Dreiecke NAB, NCD^ ... in der Ebene 
selbst nimmt, diesen Dreiecken proportional, und es 
mnsa folglich beim Gleiobgewiohte die Summe dieser 
Dreiecke null seyn. Fallen aber die Kräfte in eine 
einzige Gerade, so sind die Dreiecke NAB, NCD^.. 
gleichfalls in einer Ebene enthalten, und ihnen nio^t 
nnr die Pyramiden MJS'AB,. .. , sondern auch die 
Kräfte AB,,..j also auch die Kräfte den Pyramiden 
proportional, daher in diesem Falle zum Gleicbgewiohte 
nur erfordert wird, dass die Summe der Kräfte selbst 
null ist. 

}. 62. 

Wir wollen nunmehr die auf einen KSrper wirken- 
den Kräfte, indem wir ne auf ein beliebiges Coordi- 
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nateasystem beziehea, Uirer Grbase und .lUcbtung nach 
durch ZahloD ausgedrückt annehmen und die RelatloneB 
za bestimmen suchen, die zwischen diesen Zahlen beim 
Gleiohgevichte statt finden müssen, 

Seyea daher, in Bezug anf ein System dreier sich 
unter beliebigen Winkeln scbaeidenden Coordinatenaxeo, 
TOD einer', durch ihre Riohtung und lAnge die Rich- 
tung und Intensittit einer Kraft ausdrückenden, Gera- 
den ^B die Coordinaten ihrer Endpunkte j4 nnd B 
respectif 

«•) y, * und ;F + Xf y + Y, x + Z. 

Hierbei sind abo ;r, y^ x die Coordiuaten einei 
bDliebigen Punktes in der Riobtung der Kraft, welcher 
Pnnkt nach der gewöbnlichen Art durch {x, y, x) aus- 
gedrückt werde. X, Y, Z aber sind die Projeotionen 
der auf analoge Weise mit (X, y, Z) zu bezeiohneo- 
den Kraft AB auf die drei Coordiuatenaxen. Durch 
diese Projectiooen, die sieh ihrer Grosse nach nicht 
ändern, wenn AB paralld mit sich fortgeführt wird, 
werden die Grösse nnd die Winkel von A B mit den 
Coordinalenaxen bestimmt, so dass (mX, »>'K, mZ) 
eine Kraft vorstellt, die mit der Kraft {X^ F, Z) zu- 
sammeafUUt oder parallel ist und sich zu ihr, wie » 
zn 1, verhalt; also mit ihr im Gleichgewichte ist, oder 
ein Paar bildet, wenn m = — 1 ist — Das Symbol 
einer in der EbeUe der x^ y, oder mit ihr parallel wir- 
koiden Kraft ist {X, Y, 0), so wie (0, 0, ^ das 
Symbol einer Kraft, deren Richtung in die Axe der s 
fällt, oder mit'Uur parallel ist; u, s. w. 

Setzen wir noch von der Axe MNy worauf die : 
Kraft AB bezogen werden soll, die Coordinatea der 
Endpunkte M und N resp. 

/, ^, Ä und /+ F, ^ + ff, A + Ä, 
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flo ist jefxt der Libalt der durch die Coordinaten ihrer 
Etkeo gegebenen, Pyramide MNAB^ als das Moment 
ma AB für JffJV^ zn . entwiokehi. Nod könnte zwar 
der Anadmok dieses Inhaltes, als bekannt genug aas 
den Elementen der analytisohen Geometrie, voransge- 
setzt werden. Indessen will ich ejne Entwiokelung dieses 
AuBdmoks hlernoch mittheilen, die, analog der in f. 34. 
und ^. 35. gegebenen Entwiokelnng für eine Dreioks- 
fläohe, auf die Statik selbst gegrOndet ist, und die 
wegea des einfaehen AufsohlusBes, den sie über die 
Bedeutung und den ZnsammenhaDg der einzelneu (Dlie- 
der des Ausdrucks giebt, einiger Aufmerksamkeit nicht 
unwerth se;n dürfte. 

i. 63. 

Lehosätze über die Pyramide. 1. Um über 
das dem Ausdrucke ABCO einer Pyramide zukom^ 
mende Zeichen zu urtheilen, hat man, der in §. 58. 
gegebenen Vorschrift gemäss, den Kopf nach der im 
Ausdrucke zuerst geaetzten Ecke ^ und die FUsae nach 
der zweiten B zu bringen, und venu nun, die Augen 
nach CD gewendet, die Richtung von C nauh D von 
der rechten nach der linken Dand geht, und die Ricb- 
taog nach linhs jedesmal für die positive genommen 
wird, so bat ABCD das positive Zeichen. 

Der Ausdruck ABDC derselben Pyramide wird 
daher negativ seyn. 

Eben so wird auch der Ansdruok ACBD einen 
negativen Werth haben. Denn lässt man den Kopf in 
Af bringt aber die FHisse nach C, so leuchtet ein, dass 
daun die Riohtong von B nach D rechts gehend er- 
sdieincQ wird. 

1 wird aach der Ausdruck BACH negativ 
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eejD. Deno bringt man Beineo Körper in eine, iet m 
ersten Fidle statt babeoden entgegengesetzte, L^ge, 
so dasB der Kopf nach B und die Füsse naeh ji kom- 
aeo, so wird anoh die Riohtnng Cß der dortigen rat- 
gegengesetzt, hIm nach rechts gehend, erscheinen. 

Man ' siebt hieraaB, dass die drtä Versetzangen 
ABDfit ACBD, BACDi welche eich ergeben, 
wenn man in ABCD je zwei neben einander stehende 
Bnobstaben gegenseitig vertansobt, von ABCD dss 
entgegengesetzte Zeichen haben. Da nun dnrch fort 
gesetztes Tertausohen je zweier neben einander stehen- 
der Elemente nach und nach alle die 24 PermotationeD, 
welche sich ans 4 Elementen bilden lassen, erhalten 
werden können, so wird man hiermit von allen dnrob 
diese Permotatiouen ansgedrückten Pyramiden die Vor- 
zeichea anzugeben im Stande seyn. Ist nämlicb ABCD, 
wie vorhin, poütir, so ist ACBD negativ, CABD 
positiv, CADB negativ, CD AB positiv, o. s. w. 

2. Habe die Pyramide ABCD gegen ein System 
dreiez coordinirter Azen der x, y, x eine solche Lage, 
dass A in den Anfangspunkt oder den gemeinsohaftli- 
ohen Doridischnitt der Axeu^ und By C^ D resp. in 
die Azen der «-, y, x fallen. Den Winkel der Axe der 
y mit der Aze der x setze man =a, und den Winkel 
dez Aze der s mit der Ebene der Xy y, =ß. Alsdann 
ist, ohne Riioksidit auf die Zeichen, der Inhalt des 
Drbieoke ABCs=\AB.AC.naa, der Abstand des 
D von der Ebene dieses Dreiecks s=AD.wißt und 
d^er der Inhalt der Pyramide ABCD 

= ir.AB.AC.AD=in, wo r=::8inasiD^. 

Wir wollen nun für jeden der beiden Winkel a imd 
/? den 9Aaa der Drehung, wodnroh er bestimmt wird. 
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80 annehmen, dass jeder von ihnen kleiner als 180% 
und folglieh r positiv wird. Indem wir ferner den Kopf 
nach A und die Fasse nach B bringen, wollen wir die- 
jenige Richtung (naoh rechts, oder links) als die posi- 
tive setzen, welche CD hat, wenn jff, C, D yon A 
nach den positiven Seiten der A^en der ^, y, x zu 
liegen. Da nun alsdann jeder der drei Abschnitte ^i?, 
ACy AD positiv ist, so stimmen in diesem Falle der 
Ausdruck ABU/} und sein numerischer Werth IT dem 
Zeichen nach überein. Es erhellet aber durch unmit- 
telbare Anschauung, dass jedesmal, wenn eine der 
Ecken B^ C^ D von der positiven Seite der Axe, worin 
sie liegt, durch A in die negative übertritt, der Ans- 
dmck ABCD einen Zeichenwechsel erleidet; zugleich 
aber ändert damit auch det zugehörige Factor von 17 
sein Zeichen. Mithin wird, unter den gemachten Vor- 
aussetzungen, in jedem Falle nicht allein dem absoluten 
Werthe, sondern auch dem Zeiehen naeh^ durch das 
Preduct H der Inhalt der Pyramide ABCD ausgedrückt. 
3. Yon zwei auf einen Punkt O (Fig. 23«) wirken- 
den Kräften OP^ O^ ist die Resultante die Diagoniile 
OS des ans den Kräften oonstnitrten Parallelograniito* 
Die jlesultante von OS und einer dritten auf Og^ieh- 
teten Kraft OM^ oder die Resultante von OP, O'^y 
ORy ist dielNagönale OT des aus OS und OB con- 
stmiFten Parallelogramms, d. i. die Diagonale des aus 
OP, OQy OB construfarten Parallelepipedums, voraus- 
gesetzt, dass die drei Ejräfte nicht in einer Ebene 
liegen* So wie also zwei sich schneidende Kräfte mit 
Hiilfer eines Parallelogramms, so lassen sich drei auf 
einen Punkt wirkende Kräfte durch Constmetion eines 
Parallelepipedums zusammdnsetzen. 

Verbinden wir damit deQ Sats (§. 59.) von der 
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Gleichheit der Momente hei gleichwirkenden Systemen 
von Kräften, so kommt in Bezug auf die Axe MNi 

MNOP+MNOa + SlNOH=MNOT. 

Dies gieht uns folgendes, dem in §• 34» aufgestellten 
Satze analoge, Theorem: 

Die algehraische Summe dreier Pyramiden, welche 
eine gemeinschaftliche Kante SIN haben, und deren 
gegenüherliegende Kanten von emer gemeinschaft- 
lichen Ecke O ausgehen, ist gleicB einer Pyramide, 
welche dieselbe Kante MN hat, und deren gegen- 
überliegende Kante die von der Ecke O ausgehende 
Diagonale des aus erstem drei gegenüberliegenden 
Kanten oonstruirten ParaUelepipedums ist. 

Auch lässl sich dieser Satz noch folg^^^gestalt 
ausdrücken: Legi man durch eine Ecke. O einer Py- 
ramide MNOT drei nicht in einer Ebene enthaltene 
Axen und projicirt auf je^^ derselben eine der andern 
Ecken, T^ durch eine Gerade, welchi^ mit der Ebene 
der beiden Axen, auf welche nicht projicirt wird, jedes- 
mal parallel ist, so ist die Pyramide itf^YO jT der 
I^IPime der drei Pyramiden gleich, die hervorgehen, 
m^p^ man in dem Ausdrucke der erstem für die Ecke 
T nach und nach ihre drei Project}onen (/*, Qy B) 
setzt. — Uebrigens sieht man von selbst, dass hierbei 
OPj OQy OB die Coordinaten von T in Bezug auf 
das durch O gelegte Axensystem sind. 

Aufgabe. Den Inhalt einer Pyramide BfNAB 
durch die Coordinaten ihrer Ecken auszudrücken. 

A u f 15 s u ng. Man lege durch JET, als den Anifangs- 
punkt des Coordinatensystems, die Axen der x^ y, % 
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md nenne A'',, N^t ^s ^i^ Projectionen ron IV auf 

diese Axen'daroh Ldoien, -reiche resp. mit deoEben«! 

der yxy %x, xy parallel sind; auf glmohe Art seyen 
^,, ^,f M^ die Projectionen tod^, and B^, B^^ B^ 

die Projectionen von B anf die Axen. AlBdann ist dem 

eben erwiesenen Satze zufolge: ^ 

(a),..J^rJV^B=:S^JV,^B+M^',AB + JliJV^^B, 

und eben so 

i6)...Mßr^AB=MIV^.4^B+MN,J^B+M]V^^,B. 
In (6) ist aber das erste Glied rechter Hand = 0, 
weil JV^ nnd ^, mit M in einer Geraden, in der A^e 
der X, liegen. Das zweite Glied ist 

MJV^^^B=MIV^^A^B^+MN,^^B^ + iaN^A^a, 

wetliV,, ^^iader Axeder^nnd^j, B, inderAxeder 
yliegen, und daher JfiV,^a£, Bowohl, aUMN.-^^B^t 
3=0 ist. Gleioherv^e £i:det sieh das dritte Glied 
in (Ä) 

]aN^A,B=:]ttN,A^B^i 
iblgUdi 

atJ!f,jiB=MN^A^B^^MN^A^B^^ 
nnd eben so 

HN^AB = mN^A^B^^mN^A^B^, 
JäJV^AB=MJV,A,B^+MJV^A,B,. 
Addirt man diese drei Gleichungen, so kommt 
liiüter Handi MNAB^ zufolge derGleiohong (»), und 
man erhält, venn man in den Ansdriicken zor Rechten 
die Bachataben eo versetzt, dass die Indloei etet8 in " 
der Ordnong 1, 2, 3 anf einander folgen, dase alio 
die drei letaten Ecken jeder Pyramide der Reibe nadi 
in den Axen der x, y, » liegen, nnd wenn man dab«i 
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die änrdi die VanetzDBgen oGthig werdwden Zäohai> 
neohsfll oaoh 4.63. 1. (gehörig beobaahtet: 

— MN.B^A.—MA^IV^B^ — MB.A^JV,. 

Nnn wird nach 4*63. 2.^ veno mao die Coordioaten 
TOD ßf: MN; = ». , MJV^ = n, , MIV, =», , 
von As MA,=:a^^ MA^ = a^^ ]^A^=a,j 
yoü B: MB^=b^^ MB^ = b^y MB^=b^w'ai\ 

MN^A,B,=^rn^a^6^j n, a. w., folglidi 
SrJVA B = ^r[n, (a, 6, — o, *,) + », (a. i, — «. *.) 

+ ».(»,Ä, — 0,Ä,)]j 

tind biermit ist unter der Annahme, dasa M der An- 
fangspunkt der Coordinaten ist, der Werth der Pyra- 
mide MIVABy durch die Ctfordinaten der übrigen Ecken 
auBgedriickt, gefunden. 

Ist M nicht der Anfangspunkt, so hat man nur, 
um diesen Fall anf den hier TOrausgesetzteu zurück- 
zuführen, die Coordinaten jeder der übrigen Ecken um 
die auf die entsprechenden Axen sich beziehenden Coor- 
dinaten von M zu rermlndero. ' 


».es. 

Nach den Beseiohntmgen, welche in $■ 63- fnr ^'b 
Coordinaten Ton Jtf , A*, -^, B gewählt wurden , sind, 
nach Abzog derer tod JO, die Coordiunteo 
TeniV....F, GyJBy 
TOn ^....*— /, y—gt »— A, 
TOB B....je—/+Xj y—g+J, x—A+Z. 
Substttnirt man dieselben für »,, »,,'n,, »,,... i» 
der zuletzt erbalteneB Formel, so ergiebtaichdMrsecbB- 
fache Weräi der Pyramide MNABy d. i. dasMomeal 
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det auf den Pankt (je, y, x) «irkeni«! Kraft (X, Y, Z) 
in Besag auf eioe Axe, deren Eodpnnktd (/^ g^ A) and 
(f+F,g+GyA + H)mndy 

=rF[{y-g)Z-ix^A)Y]+rG[ix-A)X^{x-nZ\ 
+ rH[{x-f) F- {y^g)X]y 

WO das Zeiohen r die ia §• 63. 2. angegebene, von der 
gegeDseitigen Lage dorAxeö abhängige BedeutoDg hat, 
und dieser znfelge bei einem rechtwinkligen Axenp 
System =1 ist. . 

Hieraus kann nnn leicht weiter das Moment eines 
Systems von Kräften in beliebiger Anzahl gefunden 
werden. Denn man hat nur für jede Kraf): einzeln ihr 
Moment nach letzterer Formel zu entwickeln und alle 
diese Momente zu addiren. Sind daher (Xj F^ Z)y 
{X!, F, ZT) , .(JK'', T\ Z%... die Kräfte des Systems 
und resp. (^, y, «), {af^ /, «'), (^^ /', x")? • • • ^- 
Hebige Punkte ihrer Richtungen, so ist,' wenn man zur 
Abkürzung die Summen 

jA. "^ .A. "^ .cIL "^i • • • ■ ' .iX , 

xX'-jpZ+3fX'-^a'Z'+.'..=xM, 
«F— yJT + ^'F— 5f'X + ...=»iV^ 

setzt, das Moment des Systems in Bezug auf die dorcli 
/,.... iSr bestimmte Axe 

= rF[L—gC+kB\+rG [M^hA+fC\ 
+ rHlJV-fB+gji\. 

f. 66. 

SoU non das jetst betrachtete System von Kräften 
im Gleiobgelnolite seyn, so mass das Moment des 
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Systnus für jede L^;e äer Axe MJV^ also nnabl^gig 

\oo-/y g, hy Fy &y H , uiiU SByu. Dies giebt folgende 

sechs nolhweDilige Bedingungen des Gleichgeiridtta: 

^ = 0; Ä==0, C=0, 

£ = 0, Jlf=0, JV^Ü. 

In der That v{rd, wenn man z. B. ^, i(, &, ff =0 
setzt, also die Axe Jlf iV in der Axe der :r liegend ond 
v<Hi einer Länge =/* annimmt, das Moment des Systems 
= rf£, and daher beim Gleichgewichte L=9. Eben 
Bo ist rGM oder rHN das Moment des Systems, 
weoD die Axe des Moments in die Axe der y oder der 
X fällt und von der Länge G oder B ist; also bdoi 
Oleiohgewwichte 4'^=0 und iV=0. Setzt mau abei 
bloss hy 6y /f=0, und lässt daher die Axe der Ho- 
meote in der Ebene der :r, y parallel mit der Axe de 
jt liegen, 80 wird das Moment =rF{ti — gC)y folg- 
lieh beim Gleicbgeviobte C = 0, weil daan, wie sdioa 
erwiesen, £ = ist. 

Die sechs Bedingnngagleiobuugen Ay By ..,N=fl 
sind aber uioht allein nothwendig, sondern auch bin- 
reichend, indem wenn ue errüllt werden, das MomeDt . 
fdr jede Lage der Axe null ist and damit Gleicbge' | 
Tticht statt findet. ! 

Die drei ersten dieser sechs Gleichungen drückeD 
aas, dass die Summen der Projeotionen der Kräfte aaf 
die Axea der ;r, der y and d« « einzeln null sind, 
und die drei letzten bedenteu, dass das Moment des 
Systems in Bezug aof jede dieser drei Axen «nzeb 
nnll ist. 

Zns atz. Werden die Riohttwg«i der Kräfte eine! 
Systems in die direct entgegengesetzten renrandelt, 
ao < gfibea die sechs von den Intensitäten and Riohtimgn 
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der Kräfte abbängigen Gprösseos A^ ü^^ • . « iV" über in 
— u^, — J?, .•. — N'. 

Bezeiobnen ferner bei einem zweiten auf dieselben 
Coordinatenaxen bezogenen Systeme von Kräften, A^^ 
ff...JV* dieselben Functionen der Intensitäten und 
RichtoDgen der Kräfte, welche A^ B^ ... N räoksicht- 
lich des Torigen Systems waren, so 6ind dieselben 
Functionen für das aus beiden Systemen zusammenge- 
setzte System: -4 + -4', . . . N+ N\ 

Ist folglTch das zweite System mit dem ersten 
gleichwirkend, so bat man, weil dann das zweite System, 
nachdem die Richtungen seiner Ejräfte in die entgegen- 
gesetzten verwandelt worden, mit dem ersten verbun-^ 
den, im Gleichgewichte seyn muss, die sechs Glei- 
chungen : A — -4'= 0, . , . IV — i\^' = 0} d. h. 

A==A\ B = B^ C=Cy 

sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungs- 
gleichungen , unter denen die zwei durch A^ • • . iV und 
A^y.. . N^ bestimmten Systeme von Kräften gleiche 
Wirkung haben. 

§. 67. 

Der Weg, auf welchem wir jetzt zu den Bedingun- 
gen für das Gleichgewicht zwischen Kräften im Räume 
gekommen sind, ist ganz dem analog, den wir bei einem 
Systeme von Kräften in einer Ebene befolgten. So 
vie dort die Bedingungen sich daraus ergaben, dass 
das Moment des Systems für jeden Punkt der Ebene, 
worauf es bezogen wurde, null seyn musste, so fanden 
sich hier die Bedingungen, indem wir den allgemeinen 
Ausdruck des Moments, unabhängig von den die Axe 
des Moments bestimmenden Grössen^ noll setzten s und 
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eben »Oy wie die dortige Enhnckelang sich Uois ad 
die Zasammenaetzong in einer EbeDe mrUender Paate 
grändele, ae Tnrde auch hier nor die Theorie tod 
Paareo im Ratime zu Hälfe g«nomtneB, s« dau dit 
eine Eotviokelang ven der uident gaoz naabbängig yna. 

IndeaseD kaiiii man aacfa, ohne zuvor die Nnllitit 
des Momente für jede Axe bewieaen and den al^eo^ 
nen Auadrook dieaea Momente astwiokelt za babea, ii 
Bedingongen dea Gleioligeviohts eines Syatema im EUiuii 
aaa denen, welebe tat ein Syatem in einer Ebene g^ 
ten, leiobt auf fiolgende Weise herläten. 

i) Ana der Natur der Projeotionen folgt, du, 
venn man eine Kiatl P nnd ihre Projeotionen X, T, 
Z auf die Azen der x^ y, « parallel mit ihren K<ili-i 
tnngen an einen Punkt O trügt, die von <7an8gebeBJE 
Diagonale des Parallelepipedums, welcbea X, T, 2 
zn Kanten bat, 1* selbat ist Nach dem in (. 63. 3. Bfr 
merkten ist aber bei dieser Lage von Pj X, f, l 
die erstereKrail die Resaltante der drei letztem, AX- 
die Kraft (X, F, Z) ist gleich und parallel der Re- 
sultante von den in den Coordinatenazen wiikendto 
Kr&ften X, F, Z. 

2) Z\ua Gleichgewichte eines Systems S im Ranne 
wird erfordert, dass t«hi den tw« Systemen V nnd W 
(4- 57.) jedes für eich im Gleichgewicht« ist. Ea bestellt 
aber V ans den parallel mit ihieo lUi^tangen dorob 
einen Pnnkt O gelegten Kräften von S. Mao nebne 
nun fdr den Punkt O den Anfangspunkt der CoordinateB, 
80 wird die Kraft (X, F, Z) dea Systeme iS nach ibw 
Verlegung auf O gleichwirkend mü den Kr&ften X, 
F, Z in den Azen der x, y^ x; und dasselbe gilt ami 
Ton den ßbrigen Kräften (X", F, ^), . . . deaSysteini 
S. Das ans der Verlegoog entstehende System V isl 
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daher gleiehwirkend mit den Kräften Xy JT^ • • • in der 
Axe der ^, den Krftften F, P, • • • in der Axe der y 
uod den Kräften Zy JZ", ••• in der Axe der «• Soll 
aber dieses . System im Gleichgewichte sejn, so muss 
es jedes der drei Systeme Xy X\ • • • $ T^ Yy...\ 
Z, Z^, ••• für sicli sejn, und daher, wenn, wie in 
§.65., X + X^-Tf- .. .=^9 n. 8. w. gesetst wird^ jede 
der drei Summen Ay By C null sejn. Denn da zwei 
Kräfte, die nicht in einer Geraden wirken, so wie drei 
Kräfte, deren Richtungen nicht in ,eine und dieselbe 
Ebene fallen, sich nicht das Gleichgewicht halten kön- 
nen, so würde, wenn von den drei Summen Ay By C 
nur zwei, oder eine, oder keine, null wären, das' Sy- 
stem eine Resultante haben. 

Die erste Bedingung des Oleichgewichts zwischen 
Kräften im Raumey dass die Kräftey wenn sie pariilM 
mit sich an einen tmd denselben Punkt getragen wer" 
deuy sich das Gleichgewicht hditeny wird daher erfüllt^ 
wenn: 

Jf=rO, Ä=sO, <7=0. 
3) Die zweite Bedingung für das Gleichgewicht des 
Systems iS> ist das Gleichgewicht des Systems der Paare 
W^ Hierzu wird nach §• 54, 5. erfordert, dass, wenn 
man diö Paare auf die Ebene der yXy %x und xy pro- 
jicirt, in jeder dieser Ebenen für sich die projicir- 
ten ^aare im Gleichgewichte sind. Das zu dem Sy- 
steme W^ gehörige Paar, 'welches aus der auf den 
Punkt {Xy y, ^) wirkenden Kraft (X, F, jK) des Systems 
S und der durch O gehenden Kraft ( — Xy — F, — Z) 
besteht, hat aber zh seiner Projection auf die Ebene 
der xy ein Paar, dessen Kräfte {Xy Y) und ( — Xy — Y) 
resp. auf die Punkte {xy y) und O gerichtet sind; 
und TOD: diesem Paare ist das Moment =ss dem Mo^ 
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meote der Rl-aft {X, T) in Bexiig anf O (f Sl.), 
= (:rr — yJ^iinu (§. 37.). Aof gleiche Weise ver- 
bält es sieh mit jedem der übrigen Paare des Systems 
ff^. Nach der in ^. 65. angeoommeDeD Bezelobanng 
ist daber das Moment aUer auf die Ebene der Xy y 
projicirtmi Paare des Systeuii ^ ^JVataa^ audfolg- 
fioh Gleiohgewioht zwiscbeo ibneo, weui ^=0 isL 
Eben so zeigt sieh, dass resp. £>:=0 mid 1B=0 
die Bedingungeo sind, miter denen die Projecfioneo 
Von ^ auf die Ebenen der yx und xx sich das Gleiob- 
gevioht balten. Die Bedingongen für das Gleiobgewiobt 
des Systems ff^ sind demnacb: 

£ = 0, Jtf = 0, iV=0, 
velebp in Verbindwig mit den drei vorigen GleiohnngeD 
^=3 0^ n. s. w. die Bedingungen für das Gleiobge- 
wiobt des Systems S vollständig darstellen. 

Zusatz. Aqb nr.3. dieser EntwiekelgagsohliesaeD 
wir noch, dass, wenn die Kräfte des Systems Ursprung- ' 
lieb anf einen und denselben Punkt wirken, die drei 
Gleichungen; ^ = 0, B = 0, C==0, die einzigen zum 
Gleichgewichte erforderlichen Bedingnngen sind, und 
dass, wenn sie nicht erfiilltwerden, das System eine auf 
denselben Punkt gerichtete Resultante (Jl^ B, C^ hat. | 

f. 68. 

Setzt man in den Bcchs Gleiehungen A^B^.^, N=i 
die Projeotionen Z\ Z,.. und die Coordinaten x^ x, 
sämmtHob=0, so werden die Gleiohnngen Cf l, 
JU = Q identisch, und man erhält rückwärts 

J==0, B = 0, JV=0^ wie In f 38., 
als die einzig«i Bedingungen des Gleiohgewichta för 
den speoiellen Fall, wenn die Kräfte in einer und de^ 
selben Ebene, in der Ebene der x, y, wiricen. ' 
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Da {Xy ^9 0), . . und {jfy y^ 0), •«• die Projectio- 
oen der Kräfte (X, F, Z), . • und der Punkte (;r, y, x), • • 
auf die Ebene der x^ y sind, so geben die drei Glei- 
chungen Aj B^ iV=0, noch zu eirkennen, dass, wenn 
ein System im Räume im Gleiohgewiobt ist^ auch Gleich- 
gewicht zwischen den auf die Ebene der xy projicirten 
Kräften desselben statt findet. Eben so wird durch 
die Gleichungen By Cj lj=zfi das Gleichgewicht der 
Projectionen auf die Ebene d^r y%y und durch die Glei- 
chuDgei^ Cf Ay Ü7 = das Gleichgewicht der Pro- 
jectionen auf die Ehene der xx ausgedrückt Wir fol- 
gern hieraus: 

Ist ein System von Kräften im Baume itf$ Gleich^ 
gewichte^ go ist es auch die Projection des Systems 
auf eine beliebig gelegte Ebene, Ist aber von drei 
Projectionen eines Systems im Baume auf drei sich 
nur in einem Punkte sähneidende Ebenen jede Pro* 
jection für sich im Gleichgewichte ^ so ist dt, auch 
das System selbst und mithin atich die Projection 
desselben auf jede vierte Ebene. 

Vermöge der drei Gleichungen^ A^ By CsrrO^.gilt 
der erste Theil dieses Satzes auch ¥on Projectionen eiQes 
Systems im Baume auf gerade Linien^, so dassy wenn 
die Kräfte des Systems im Gleichgewichte sindy 
zwischen den auf eine beliebige Gerade projicirten 
Kräften ebenfalls Gleichgewicht herrsch. JVewn 
^er von drei Projectionen des Systems auf drei 
nicht n^ einer Ebene liegende und nicht mit einer 
Ebene parMele Gerade jede für sieh im Gleiehge- 
Wichte isty so ist es auch die Projection auf jede 
vierte Gerade j allein deshalb noch nickt das System 
selbst. 
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Ist eia System von Kräfteit im Räume tiidit in | 
Gleichgewichte, so läset es eioh immer auf xvet Kräfte 
sarüokbringen , die im ullgemtüneni Falle niidit weiter in 
Tereioigen sind. Seien (X,, F,, 2,), i^n Yat ^i) 
diese zwei Kräfte mid resp. (x, , jfif s,), (;r,, y,, s,) 
zwei Punkte ihrer fUditimgen. Um die glaofae Wirkimg 
des Systems mit diesen swei Kräften aoszudrücken, 
hat man nach (• ^- ZnsabE die Ton Jen Kräften des 
8f Btems abhängigen sechs Grössen jij B, . . ,N 
den eben so durch letztere zwei Kräfte tMatimmten 
Grössen gleich za setzen. Dies giebt die sechs Glei- 
ohnngeo t 

B= F. +r„ M=x,X^ — s,Z^ + *tXt — Jt^Z,y 

c=z^+z^, iv=*iy, — y.x. + *,r,— y,i,. 

Betrachtet man d^er das System, nnd damit die sechB 
Grössen^, B, ...iV, als gegeben, nnd wiU man die 
zwei mit ihm gleichwirkenden Kräfte finden, so hat man 
Pechs Gleicbnngen zwischen zwölf Unbekannten t 

X.,..X,,..«-,,..;r„... 
Man kann folglich seobsen der letztem beliebige Wer- 
the geben, hierdurch die sechs übrigen bestimmen 
nnd somit aaf nnendlieh viele Arten zwei Kräfte fin> 
den, die mit dem gegebenen Systeme gleiobe Wi^ 
kung haben. i 

Nur dürfen unter den 6 willkfibrlich zu nelimenden 
GrösBoi nicht solotie seyn, zwiaidien denen allein sohon 
vermöge der sechs Gleichnngen Relationen stattfinden; 
z. B. nicht X^ und X^ zugleich, weil durch die Glei- 
dinng A^X^+Xj mit der einen dieser Grössen aoch 
^ andere bestimmt ist 
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Eben so wenig kSanen die seqlis Ooordinaten 4^1 ,. . 
»ty,* belieUg genommen werden. Denn ans den drn 
letstan der seohs Gleielumgen iiesst: 

Lx^ +ify, +iV«, ==X» (y,*, -y i»j)+r. («4*i-«,*,y 

and hieraus mit Anwendung der drd ersten Gleiohan* 
gen: 

Zi(;r, — *,) + Jlf (y, — y,) + iV(*j— »J 
= -4 (y, «, —y, *j) + Ä (*,*,—*, «•,) 

+ ^ (*■» yi --'*'i y2) ....(«) • 

Die sechs Coordinaten sind daher nicht Ton eut- 
ander nnabhängige Vielmehr sieht man ans letzterer 
Gleichung, dass, wenn die eine Kraft {X^^, F^ Z^) 
durch einen gegebenen Ppnkt {a^y b^, ej geht, die 
andere in einer damit gegebenen, den Punkt enthal- 
tenden Ebene liegt. Setzt man nämlich in (a) die Coor- 
dinaten a^, ^1, C| an die SteÜe Ton ^ly yiy Xi^ so 
ist die hervorgehende Gleichung zwischen ^%^y y^^ %^ 
die Gleichung dieser Eben,e; und da diese Gleichung, 
venn man auch 4^,, y^y X2 resp. ^a^, b^y c^ setz^ 
identisch wird, so geht die Ebene durch den gegebenen 
Punkt 

Ist umgekehrt die eine Kraft (X, 9 Y^y ^2) ^ 
einer gegebenen Ebene enthalten, deren Gleichung 

02 b^ €2 ^ 

sey, so geht die Riohtung der andern Kraft (X^, Fi 9 
Zi) durch dnen damit gegebenen, in der Ebene be- 
griffenen Punkt Denn aus der Tergleichunjg von (ß) 

Mit («) wgiebt sichi * 

8* 
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Hiermit «erhalten x^ y^^ Xi bestimuife Werthe, 
und diese sind die Uoordinaten des Punktes , dorch 
welchen die Kraft (^,, Yi^Zi) au legen ist Sub- 
stitiiirt man endlich die aus den drei letztem Glei- 
chungen fliessenden Werthe von a^y b^y c^ m iß) und 
setzt oTj, y^y «2 resp. =^j, y^, x^, so wird (/9) iden- 
tisch; mithm ist der Punkt (^i^.yo «i) gleichfalls in 
der Ebene iß) enthalten. 

In dieser Beziehung entspricht daher jedem Punkte 
eine durch ihn gehende Ebene und jeder Ebene ein in 
ihr liegender Punkt. Ist demnach von zwei Kräften, 
welche mit dem Systeme gleichmrkend sind, die Rich- 
tung; der einen gegeben, so hat damit auch die Rich- 
tung der andern eine bestimmte Lage. Denn sie ist 
die .Durchschnittslinie zweier Ebenen, die irgend zweien 
Punkten der erstem Richtung entsprechen, oder auch 
die Linie durch zwei Punkte, welche irgend zweien in 
der erstem Richtung sich schneidenden Ebenen entspre- 
cheii. So wie daher fedem Punkt eine Ebene und jeder 
Ebene ein Punkt entspricht^ so hat auch jede Gerade 
eine andere ihr entsprechende Gerade. — Weiter unten 
werden wir auf diesen Gegenstand zurückkommen. 

§. 70. 

Die zwei Kräfte, worauf sich ein nicht im Gleich- 
gewichte befindliches System mittdst der sechs Glei- 
ohwigen in §• 09. immer redneurea Iftsst, sind in All- 
gemeinen nicht in einer Ebene ^ailhattem Um daher 
noch zn untersuoben^ unter welchen Beding^ungea die 
zwei Kräfte in einer und derselben fi}»cis# ü^en^ e^ 
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wägo mao, dasa aio dann im AUgemeinea Bioh aaf eine 
einzige Kraft rednüren, im ipeidellercn Falle aber«n 
Paar bilden. Da nun jede mit {X, , F, , Zi) ein Paar 
bildende Kraft den Ansdruok {—X,, — T,, — Z,) bat^ 
80 wird das System mit einem Paare gleiobe Wwknng 
fcaben, wenn X,-i-X^=Oy r, + r,«=0, Z.+Ä,=0, 
also wcBB H^69.) 

ji — Of Ä=0, c = o 
ist, — was anoh sohon daraus eriiellet, dasa alfldaoo 
r«n den ewei Systemen f and fF", weltdhe in f. 57. 
für das System S aabstitnirt worden, daeSyttom Fivt 
Gleicbgewiohte seya mase. (Vergl. f , 67. 3.)' 

Die Wertb'e tod £i, My N in {. 09. wraden damit, 
wenn man der Kürze willen 

^i — JF*.= I» Sfi — y»^»!> *, — «,==< »«tat: ■ 

UQd hieraus lassen sieb die Ebene ond das Moment 
des resultirenden Paares bfetimmen. Denn zuerst 

hat man: 

weldbes, weBli IE, ij^ ^ sdbst xn CoerdiaateB geioemn«« 
werden, die €!leiebtmg ffir eine dwefa den AnlaBgepuidct 
det CoorcHAaten gelegte, mit der Ebene des Paares 
parallele Bbene ist Sodaan fiadet sieb 

L' + M^ + JV' 

Läast man dftber das CiM^dinatensystem ein recht- 
winkliges seyi) nnd bestiniBit von den zwei Punkten 
(x,, y,, xj und (^«j yi» ^a) "> ^^'^ lUebtODgeo der 
Kräfte Am Pmt^ d«o einen «0, 4iw die «tftntde, 
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welche ihn mit dem andern Terbindet, die fttehtUDgen 
rechtwinklig schneidet) eo ist 

Vii^ + ^* + C*) — der Breite, nnd 
V {Xl+ Yl +Zl) = jedmr der zwei Kräfte des Paares; 
folglich V(L^+Jll^*{-JV^)=s dem Momente desselben» 

Diess flieset auch sogleich daraus, dass iS, JU^ N 
die Momente der auf die drei Coordinatenebenen pro- 
jicirten Kräfte des Systems in Bezug auf den Anfangs- 
punkt der Coordinaten (§. 67. 3.), also auch die Momente 
des auf dieselben drei Ebenen ptojidrten Paares sind, 
auf welches sich jetzt das System zurückfuhren lassen 
aoll; und dass, wenn man cfue begrenzte Ebene auf 
drei- sich rechtwinklig schneidende Ebenen projicirt, die 
Summe der Quadrate der Projecttonen dem Quadrate 
der begrenzten Ebene selbst gleich ist. 

f 71. 

Wenn die zwei Kräfte, welche mit einem gegebe- 
nen Systeme gleichwirkend sind, in einer Ebene liegen 
mid sieh darin, wie es im Aligemeinen . dar FaH ist^ 
auf eine einzige Kraft reduciren lassen, so kann man 
die Kraft {Xi , Fi , Z^) &;k diese eine nehmen und 
^e andere {X^ , • .) nnll setzen. PUiernut werden X^j 
Fs 9 ^2 eii^eln =: 0, nnd die sechs Gleichungen in 
§• 69. gehen id>er in : 

Eliminirt man hierans X^ Fi, 2^1, so kommt: 
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nndj venn man nooli Snyi, x, vegsdiafFt: 

{Jy AL + BM+CJV==Oy 

eine Gleicbnng zwischen A, A, ..iV alleia, also äte 
Bedingnngagleiahung, bei veloher das System aaf tAae 
einzige Krafi redadribu ist Diese Kraft selbst. i«t 
{Ay B, C) und die drei Gleiofanngen (a), von deoen, 
vermSge der Relation (jf)^ eine jede ans denzvääbri- 
geo fliesst, sind die Gleichnnges für die lUobtang der 
Kraft. Finden sieb daher /r:=0, 3f=!0, 2V=0, so 
bat das System eine dnrcb den Anfangspunkt dw Coor- 
dinatcD gebende Besoltante, und umgekehrt 

Da iibrigeoB die Gleicbang {^i) anch dann erfüllt 
vird, wenn Ä, By C=0 und, d. i. wenn das System 
mit einem Paare gleiche Wirkung hat, so erhellet, dasa 
diese Gleichung übe7ha,upt die Bergung ausdrückt, 
bei welcher die zwei Kräfte (X^y Y,y Z^) nod (X,, 
F,, Z^) in einer Ebene liegen, und dass, wenn das 
System eine einfache Kraft znr Resoltante haben soll, 
KU der positiTen durch {A^ ausgedrückten Bedingung 
noch die negative hinzugesetzt werden muss, daasnldit 
jede der drei GrSesen Ay B, C nnll aeyn darf. 

♦• 7J. 

Zusatxe. a. Zn der 6leiohaDg {A) kann man 
noch auf Tersohiedenen andwn Wegen gelangen; am 
cmfaobsten wohl fblgendergestalt. Man verwandle, wie 
in §. 57., das System iS in zwei andere V und If, 
von dmen f ans den auf den Anfangspunkt der Coor- 
dinafen parallel mit nob Verlegten Kräften ran,iS be- 
steht, ff aber die Kräfts nm S seütst nstd die direct 
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co^egeugeBetzten Ton V enthält. Die R«6iiltaiite von 
V ist nim eine durch den AnfiiDgApankt gehende Kraft 
f, deren Aoadniek {A^ By C), und es verhält iiiA 
daher für jeden Ponkt (jr, y, x) ihrer Richtung: 

Die Reanltsnte von ff ist ein Paar «c, dessen Pfo- 

jeotionen auf dieOoordinatenebeoen, = £iy JH, iVsind. 

Die Ebene dieses Paares hat folRÜeh, wenn sie dnroh 

den Autogspnnkt gelegt vird, die Gleichung ((. 70.) 

(«-;( Lx + My + Nx=^0. 

Soll nun das Syistem S sieh auf eine einfache Kraft 
reduciren, so muss, wenn H^ nicht schon für sich im 
Glaicbgevichte» und daher £, Jf, iV=0 sind^ die Rich- 
tung von V in die Ebene von tu fallen. Alsdann abei 
mÜBsen die den ar, y, » proportionalen Wertbe aus 
(f) in (w) substituirt, dieser Gleichung Genüge leisten, 
und es muss daher se;u: A£i+ BM+ CJV^Q, wie 
vorhin. 

6t Noch ainn aaderc Hwieltodg dieser OleidinDg 
Ist folgende. B<rilen die zwei Kräfte iX^, Y,, Z^) 
und (Xjj y,, Z,}> miraaf sich ein System im Räume 
immer redadreo Übst, in einer Ebene enthalten sejn, 
so müssen die vier Punkte (;r,, y,, x,), '(x, +-X',, 
yt + Y^f «1 + -Z,), (*j» •.)» (^i + -X^j»*-) >" «">'» 
Ebene liegen (^62.), oder nit andern Werten : «imuss 
der Inhalt der P;rramide, weloba diese nar Punkte zu 
Baken hat, =sO aern. Dimer Inh^t findet «ob bo- 
.gMdi, wnm man in der Formel des f.65. «,, y,^ «„ 
X,, rjy Z, fiir/,^, Ä, F, <?, Ä, and x,y..X^,.. 
täSt Jft-' ^y Bchraibt und iet dahw: 

trAT. [(y, -y J Ä, .(». -».) F.] + • • • 
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= jrjjsr, {y.Z, - %, r,)+ i. (y.Z, -», K.) 
+Ä,Kr,-y,x,) +za*,i',-y,a:.)}- 

Es fiiesst aber aas deo dsei letztea der Beofas Glei- ' 
ohoDgen in f. 69. : 

X, £ + y, jtf + z, ^ = X jy , z, — «. r , ) + . . . 

Hiomiit wird der Inhalt der PTraioide 

= ir { (X +x,) /H- (r, + r,) Jf+ (Z, +z,) iv} 

infolge der drei ersten jener seohs Gleiohnngen. Soll 
dalier diese Pjiramtde versohwinden, und damit daf 
System auf zwei in einer Ebene liegende Kräfte reduoirt 
Verden können, so muss A£i-\-. . =0 seyn. 

e. Merkwürdiger Weise giebt also der Aandruak 
ir(^/, + ..), — oder 4 (^ i + B3f+ CiV) selbst, 
wenn das Coordinatensjatem ein reGhtwinkligeB ist, — 
im Allgemeioea den Inhalt der Pyramide an, weldie 
duroh die zweireaoltirenden Kräfte (X,, ..) and (X,,..) 
bestimmt wird; und wir ziehen hierana den Sebtass: 

If^ie auch ein System von Kräften «m Baume 
auf zwei. Kräße redueirt werden magj so ist doch 
immer die l^ram^de, welche diese xwei Sräfte xu 
gsgenäier/iegendtn Kanten kmt, von tfenuetteniitkaite. 

Sehr «Dfaoh laut sUih dieser Satz aaeh folgender- 
gestalt heweisen. — Sej das Syitem das eine Mal , 
auf die zwei Kr&fte PQ, JiS^ nnd das andere Mal auf 
die zwei Kräfte Pitt KfS" redodrt worden, 10 sind 
erster« Kräfte glriobwirkead grit ktitera, und m iat 
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daber ja Bob^ srf <e - ^ «*■■** ^wAmmU An 

ÄiTP« + MNRS = MNFV + MNKS. 

Man lasse nn die mnimfaifiab«B svci Punkte ilf, 
iV reqt. mit P, ft xosamnien&Ilea, so wird die Pyia- 
Bude MNPtl = 9y md mni eifailt: 

PüJis=PQP'«g-^Püiesr. 

Eben M ergiebt aidi, veoa Man MN nach und 
aadi mit HSy P'ttt ^^ nuammotMleD lässts 

RSPü = rspq: +bs«s', 
p«gpa-^p«Rs=p^pr^y 
xsrPU-\-«^R8 =:jrsrpff. 

Addirt man £ese vier GleidiiiiiKeB, and bemeriit, 
dass PHRS^RSPQy a.s.w. (f. 63. i,), sokommt: 
2PÜAS=2r«K^tnaAiMaäXPQRS^P4i:RS, 
ine m erwriseo var *). 


Tob Gleiebgaviebt« swiiebea parallelen 
Kräften im Ranae.' 

f 73. 
mr wollwi noeh die jetzt To^etragene allgemeine 
Theorie des Gleidigewidits onf den besondam Fall 
anwenden, wenn sünuntlidie KrSfte des Systems mit 


■) Dar Etiflitor Sitavt «erfcwbdtgai 


) i*t H. Chii 
. U,). Anf die letzten 


lea, (Mie Gva^se Aualet TaBi.XVIIL n 

Alt btbe Idi M {■ Crelle'a Jomnil fnr die idne und ugew. Bu- 
tton. IV. Bud, PK' 17l>- deicethan md dudM iatdk ganz fibaHde 
BetracfatanKcn folgenden viel aügemeiBenB Satz hergeleitet : 

Eia MM Om MUtigt AuuM, ~< a, vom KrSflat, loalcfte iwf 
data fnim ftttm KOrpir virim, tmd iM dütt KrafU im SUet^ 
wkUa, «dtr lOMM ii* «M oaf fAN tkulge Krttß redaefr«, ta ül ik 


Von KMmbu Rai 

tSaet nncl derselben Gmiden parallel lind. Dnakt man 
üob die Kräfte nnes soldien Sjatems naoh nnd nach 
zu zweien mit einander Toirbnnden, eo Qberateht man 
soboa im Vorans, dara, da die Resoltante zv^er par- 
allelen Kräfte, die kein Paar ausmachen, eine ndt 
ihnen jiarallele Kraft ist (f. 26.)} ^ aolobes System 
im Allgemeinen eine mit jener GeradMi parallele ein- 
fache Resoltante hat, oder sich anf ein Paar reduoirt, 
. dessen Ebene mit jener Geraden parallel länft, oder 
endlich im Gleichgeviohte ist. OieReohnimghianaist 
folgende. 

Sei p ein Absobnitt einer mit den Kräften des 8y- 
etems parallelen Ldnie, nnd von p die ProjectioneD auf 
die drei Coordinatenaxen =a.pt i.p-, c.p^ wo o, #, e 
ans den Winkeln , welche £e drei Coordinatenaxen nnd 
p mit einander bilden, bestimmbare Zahlen sind. Als- 
dann ist, wenn wir die Kräfte {Xy Y, Z)f (X, T, Z^ 
u. e. w. einfach mit Pj P*, ... bez«ohnent 
X=«i», r^bP, Z = eP, 
Sf=aPy T=bP'y Z?=cPy 
n. B, w.; und es werden mit Anwendong des Stunma- 
tionszeichen« S die sechs. den Zustand des STsteiM 
bestimmenden Grössen (V^S.): 

jt = aSP, B=^bSP, C^eSP, 

L = e2yP—62»Pt M = aSxP~-eSxP 

Nfzz&SsP-'aSyP. 


mu *r,is(»-l)d 
twgehffl, indem man die KrSfU dunih iMm muärvdi, tmtjt swä 
ientOe» «i gtgtiiSierUegtiidat Stäm «ter Pj/ rmM » mbpmt, —jO- Ai 
oi^HMiM» RHUaher, wo JienErafU Mt «idU m4 Out, jedoAim. 
*ur M^ saü SräfU xurlkitJtlArm Ituun, tri JMe S tm m » von Pyraaiidm 
^ am im aeti runfMreNdm Sf^UB fcMUdm i Vrw st i h MlMglcMi. 
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merans folgt sogleicht AL + BJIt+ CN=Q\ 
daher eich ein System paralleler Kräfte^ — * übereiii* 
gtimmend mit dem gleich Eingänge Bemerktoo, — im- 
mer anf zwei in derselben Ebene enthaltene Kräfte, 
folglich im AUgemeinen auf ebe einfache Kraft redu- 
dren lassen muss. Diese Kraft ist {aSPj i'SPj c2P)^ 
also eine mit den Kräften des Systems parallele Kraft, 
Pi=sSPy die ' der algebraischen Summe der letzten 
gleich ist Die Gleichnng für die Protection dieser 
Resultante auf die Ebene der yx (§• 71. (a.)) ist: 

- eSyP'—iSxP^icy.'—öxJSPy 
oder, wenn wir 


?a:P ^ SyP ^^P^r 

jy=*S5 2P^^^^ "SP ~^ 


setzen : 


und eben so sind 

»(C— «i) = ö(?— ^i) und * (5~^i) = »(^7— yi) 

die Gleichungen der Projectionen der Resultante auf 
die Ebenen der xa: und xy. 

Ist die Summe der Kräfte P^ P%...tsi 0, so %vA 
es auch Aj Mj Cy und das System redneirt sich im 
AUgemeinen auf ein Paar,- dessen Ebene, wenn sie dnroh 
den Anfangspunkt der Coordinaten gelegt wird, die 
Gleicteng (f. TO:) Jüx+ Jlty + ^x=^ 

{6x—cy)2a;P^(€»^ax)3yP+(ii^—6a:)SxP=0 

hat, und daher mit den Richtungen der Kräfte parallel 
^!egt. Das Moment des Paares ist, unter Annahme recht- 
winkliger Coordinaten, =V{L^+IU^+JV^) ^ 

Vl{SxP)^+(SyPy^..^{aSsP+6SyP+..yh 
indem bei einem rechtwinkligen Coordinatensystpme, 
A^+S^+e^xsi ist 


J 
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Wenn endlieh nicht aar SP^^Of und damit jtj 
B, C^Oy sondeniaach £, If, iTczsO sbd, alsoeioh 

^xi»i 2y/»: 5«P= o : * I c 
Terhalten, so herrscht Gleichgewicht. Da diese Dop- 
pelproporfion die Stelle zweier Gleiolinngea vertritt, so 
BiBd zun Glödigewiobte eines Systems paraUelerKräfte 
dreiBedingongsgleiobuBgaa nothwendig und binrfficheod. 

Zniatc. Viet atnfat^r wird diese ganze Reid»- 
mmg, ' wenn mui das Coordinateo^fitein so legt^ dun 
die dne Axe, i. B. £e der x, mit den Kräften parallel 
wird. Biemit werdea a = Oy t = 0, os=l, nnd die 
Bedbgnngea des Gteidigewiehts redncören sieh aaf: 
J/»=0, Sa^P=Oy 2yP = 0. 

Wird bloss die erste dieser Gleichoogen erfoUt^ eo 
ist das System der Kräfte gleiohwirkend mit einem 
Paare, desseo Ebene die Gleicbnag 

^JyP—yS:rP^9 
zukommt, nnd dessen Moment bei reiAtwinkllgeD Coor- 
dinaten 

==Vl{SsrP)- + iSyP)']iBt 

Ist SP moht =0, so haben die Kräfte -eine mit 
der Axe der x parallele Resnitante = 2Py welche die 
Ebraie der «-y in cioem Pa^te sdueidet, dessen 
CoordinatBK ^£ md n sind. 


Sechste« Kapitel 
Weiten AnsfUmug der Theorie der Moncate, 

».rt. 

I*t ein Sjiteiii tob KrfifteD na lUaae nidit im i 
Gleiobgewiehte, m üt sdn HoraeBt, »im das Moment | 
der iwü Kräfloj aaf wtilchB nA du Sjateta immei 
redaeiren UUst, von tänm Axa mr aiidaia im ASlgt- 
metoen veränderiieh. Die Hhr merkwärdigim Geset», 
nach denea diesa Aeadenmg^ nah riefaten, floUea dan 
Gegttutand nauerer uäohstealJBtcnaabangen aasmaduo. 

Die höchst eiabiAea BenehaBgen, weldieb« einem 
in einer Ebeae eDthaltmea and anf eine dünge Kraft 
Tcdneirbaren Systeme zwischen den Momenten desselben 
oder seiner Resnltante för Tersdüedene Panlcte da 
Ebene statt finden, haben wir ia $. 30. und f. 48. ken- 
nen gelernt Die jetzt anzastellend^ UntersnohmiKn 
werden daher den dortigea zwar Terwaadl^ aber in dem 
Grade zusammengesetzter seyn, als es überiianpt jede ' 
geometrische Dntersachnng wird, sobald man ne am 
dem Gebiete von zwei Dimennonen in das von drei 
Dimnunonen überträgt. 

RfllaUaBea tviieben HoaeateB, 
derea Axea sich in eiaeni Paakte tehaeideB. 

♦. 7S. 

AU« m einem Systeme im Banme geliSrigen Kräfte 
kann man anf eine einfache, doroh «nen beliebig g*- 
nählteo Paukt Jlf (Flg. 24.) gehende Kraft « and eis 
Paar v, dessen Kräfte PQ aad fit »Ten, mtnot 
röhren (f. 57.). Die Ebene dea Paares nnd die eine 


i 
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Kraft P'tt dMsdben, neha« man ^äohMb dnr^ 
M gdimd aD, mw nach f. 50. Folger. immer mSgUoh 
ist. AlBdaan ist in Bezug aaf eine dnroh M gelegte 
Axe MN das SlomeDt ron c sowohl, als von P'^t 
nallj und daher in Bezug aaf dieselbe Aze das Moment 
des Systems =: dem Homente ron v und v (^ 59.), 
= dem Momente tod PQ.y = dem Seofasfa4die& der 
Pyramide MNPQ, 

= %MPQ.MN. sin {StPQ*aiJV), 

Wenn daher, wie in diesem Kapitel immer gesche- 
hen soll, alle Axen, woraaf ein System bezogen vird, 
Ton gleicher Länge angenommen verden, so h^ 
man folgenden Satz: 

Für Jeden Punkt M giebt ea «ine durch ihn ge- 
hende Ebene JUPQ von der Beschaffenheit, data da» 
Moment des Syitema för Jede den Punit M treffende 
Axe dem Sinut de* von der Axe mit dieser £6ene 
gebadeten ffmkelt proportiontU ist. 

i. 76. 

tJm uns die Verbältniue, di« tüemaohawisoheDden 
Momenten Tür die durch Jlf gehenden Axen statt finden, 
ansohaulloher zu maobeu, wollen wir von Jtf aus auf die 
emzeluen Axen, wie JUS und JUßTf Abschnitte, Me 
und Jf», tragen, die den Momenten, welche den Axeu 
zukommen, proportional sind. Ist daher JffS auf der 
Ebene JUPQ normal, so rerMIt sich 

itf > : ülffl = 1 : cos 5 J/iV, 
ftdglioh ut Mna ma rechter \nnkel, d. h. der Punkt 
M liegt ia einer am 3t» als Durchmesser besohriebenen 
nni daher die Ebene JUPQ in JH berühreudMi Koget 
fläohej oder mit andeni Worten: das Mornjuit jeder durch 


Sf gehenden Aze »t dem von dieser Kugelflftohe ab> 
geBohnittenen Tbeile Mn der Axe proportionitL 

So wie mm miter allen dureh JH geheodeo Sehnen 
der Kogel die anf der BerdfanuigsebMie in Jlf nonnal 
stehende Sehne, nie DarohmeBser, die grSsBte ist, ond 
alle Ton M ansgehende, mit ihr gleiche Winkel bil- 
dende Sehnen einander gleich sind, so hat anoh oofer 
allen durch ilf gelegten Axen die anf der Ebene MPQ. 
normale Axe das grCsste Moment, ond allen Axen, 
die gegen sie unter gleichen Winkeln geneigt sind, 
kommen Momente von gleicher Grosse zo. So vie 
femer die Sehnen, wenn sie in die Berübrnngsebeiie 
selbst xa liegen kommen, in Noll übergehen, so ist 
anoh ron jeder in dieser Ebene enthaltenen nnd dordi 
JW gehenden Axe das Moment = 0. Sind widlicJi JUN 
und JHO swei Ton ßf nach gerade entgegengesetzten 
Riohtnngen ausgebende Axen, nnd sohueidet di^ Gerad«, 
in welcher sie beide liegen, die Kngelfläobe io n, bo 
wird das Moment einer jeden von ihnen zwar darob 
. dieselbe Gerade Mn ansgedrüekt. Da aber « mit N 
auf einerlei nnd mit O auf entgegengesetEte Seiten Von 
M fUUt, so stellt JSn für die eine Axe ein positives 
ond Tür die andere ein eben so grosses negatives Mo- 
ment vor. 

Man lege durch Jtf eine beliebige Ebene; siesohnei- 
det die Kugelfläcbe in einem Kreise, von welchem der 
DoTcfasohnitt der Ebene mit der die Kngel ia M^)0^ 
rähienden Ebene eine Tangente ist. Von den Sehnen 
dieses Kreises gilt offenbar dasselbe, was so eben von 
den Sehnen dar Kngel bemerkt worden. So wie dabei 
diffoh jeden Pnnkt im Raame eine Kngel, so läset sich 
dnroh jeden Pojdtt mner Ebene m ftr ^ Kreis be- 
sfdtreibea, nftAtkw die i^eoeoliaft besiM» dasa dsi 
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MBmeDt jeder dnreb den Pnnkt gebeadcn vad ioder 
Ebene enthaltcnea ' Axe der Sdine proportiDiial ist, 
velohe dwKroia roa' derAiealiHhattidet* Doteralleu 
^esflD Axen hat daher die den Kreis berübreDde.ein 
Homent =0, die darasf oormale Axe das -grfisstG 
Moment, n. e. v. 

Da äbrigens daa Seohsfache der Pyramide MNPQ. 
zuDäohst daa Moment der Kraft PQ. aaidröokt, bo gilt 
dos bisher von den Momenten eines ganzen Systems 
Gesagte anob von den Hmnenfen einer eimelnen Kraft 
PQ,^ d. h. die Momente der Kraft /*$ in Bezog auf 
Axen, die dnrcfa M gehen, rind den Thaies dieser 
Axen, welche' in eine die Ebene XPQ in 91 bwiifa- 
rende Kngel &ll«i, proportionaL 


♦.T7; 

Unter allen Momenten, velche einem System in 
Bezng auf die durch ill gebenden Axen zukommen, ist 
dos grÖBste = 21SN. StPQ.. Die Richtung seiner Axe 
and seine GrSsBe in Vergleich zo. den Momenten ftir die 
übrigen io Jtf eitdi schneidenden Axen stellt der von M 
iwsgebende, auf MP^ normale, DorohmesBer derKu. 
gel vor. ViV\ man daher in Bezng anf dnrdi M ge- 
legte Axen die Momente nicht bloss von dnem, sondern 
von mehreren Systemen, oder anob von mehrerni ein- 
zelnen Krtiften, mft einander ve^Ieioben, so hat man 
durch Jlf eben so viele Kngelfläoben zn beschreiben, 
deren von M Htagebende Dnrohmener a^ den Drei- 
eeken MP(i, wehdie den eioBclnen Systemen oder 
Eräften angehören, rechtwinklig stehen nnd den Fläeheu 
dieser Dreieoke proportional sind. Ein soloher Dorch- 
messer, welcher, in der Axv des grltesten Haments 
9 


ISO Enter TheO« Bechstot Kapitel. 


liegend^ diesem Momente proportional ist, werde die 
liinie des grössten Moments genannt 

Von einer einzelnen Kraft PQ ist daher., ruck- 
siclitlich des Punktes ilf, die Linie des grössten Moments 
ein in üf auf der Ebene MPQ erriolitetes und diesem 
Dreiecke proportionales PerpendikeK 

§. 78. 

Bei der Reduotion eines Systems von Kräften JBj 
CPy ... anf eine einfaolie duroli M gebende Kraft v 
pnd anf ein Paar PQy P'tt (§-75.) entsteht letsteres 
durch Znsammensetzung Ton Paaren, welche in den 
Ebenen MAB^ MCDy . . . liegen, und deren Momente 
den Doppelten dieser Dreiecke gleich sind (f. 58.)* 
Diese Zusammensetzung kann aber nach §• 53. dadurch 
bewerkstelligt werden, dass man auf den Ebenen SfAB^ 
JttCD^ ...vaM Normalen errichtet, ihre Längen die- 
sen Dreiecken proportional macht, und von diesen Li* 
nien, als Kräfte betrachtet, die Resultante bestimmt 
Denn diese ist auf der Ebene des gesuchten resultiren- 
den Paares PQ^ P'Q! rechtwinklig und, wenn PQt 
durch M gelegt wird, dem Dreiecke JttPQ proportional 

Nach derimyorigen§. gegebenen Erklärung werden 
aber durch diese Normalen zugleich die Linien der 
j;r$ssten Momente der einzelnen Kräfte und des von 
ihnen gebildeten Systems riicksichtlich des Punktes M 
dargestellt, und wir sdiliessen daher: 

Die tn Bexü^g auf einen gewii^en Punkt statt 

findende Linie des grienten Momente für ein System 

von Kräften iet die Reeultante der durek denädben 

Punkt gebenden lAnien der grössten Momente 

die einzelnen Kräfte des Systems. 
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f. 79. 

Aus dem eben entmokelten Satze läset sich eine 
nicht uninteressante geometrische Folgenmg ziehen. 
Seyen in Bezug auf den Punkt ]fi . die Linien Mm^ 
Sti^ ... die Linien der grössten Momente für die Kräfte 
AB^ CDj . • • f üf #1 die Linie des grössten Moments 
üir das Systeni dieser Kräfte. Man beschreibe um 
Ms^ Ms\ • . • und M$^ y als Durchmesser, Kugeln und 
lege durch M eine beliebige Axe MJVy welche die 
Oberflächen dieser Kugeln , ausser in Jlf , resp. noch 
in », n\. . . und n^ schneide , so sind die Abschnitte 
Mn^ Mn^^... und Mn^ die der Axe ilfiV zugehörigen 
Momente der einzelnen Kräfte Aßj f)D,... uud des 
von ihnen geWdeten Systems; folglich Mn^Mn''^',.. 
^=Mn^y welches uns folgenden Satz gieht: 

Beschreibt man durch einen Punkt M mehrere 
Kugelflächen, legt durch JU beliebig eine Gerade 
und bestimmt auf ihr von M aus einen Abschnitt, 
welcher der algebraischen Summe der Sehnen gleich 
ist, die Ton den |KugeIflächen in der Geraden ab- 
geschnitten werden, so ist dieser Abschnitt die Sehne 
einer neuen durch M gehenden Kugel, deren durch 
JU gelegter Durchmesser, statisch ausgedrückt, die 
Resultante der. durch ilf gelegten 0urahmesser der 
erstem Kugeln ist. 

Auf dieselbe Art, wie die Wirkungen mehrerer 
8ioh in einem Punkte schneidender Kräfte jauf die Wir- 
kang einer einzigen, denselben Punkt treffenden Kraft 
redncirt werden können, lassen sich. daher auch meh» 
rere sich in einem Punkte schneidende Kugelflächen 
zu einer einzigen zusammensetzen, und ehea so wird 
Qian auch mehrere in einer Ebene einthaltene. und durch 

9* 
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denselben Punkt gehende Kreise zu einem neuen Kreise 
yereinigen kdänen. 

Sind demnach jDJly 2117 (Fig. 25.) zwei anliegende 
Seiten und DC die Diagonale eines Parallelogramms, 
und beschreibt man ym diese drei Linien, als Durch- 
messer, Kreise, so ist der dritte Kreis, als durch Zu- 
sammensetzung der zwei erstem entstanden, zu betrach* 
ten, indem, wenn eine beliebige durch J) gezogene 
Gerade die drei Kreise resp, in a, 6^ c schneidet, die 
Sehne De des dritten ans den Sehnen Da und D6 
der beiden ersten zusammengesetzt ist» 

Um dieses unmittelbar zu beweisen, erwäge man, 
dass DaAj D6By DcCy als in Halbkreisen gelegen, 
rechte Winkel, und daher Da^ Db^ De die rechtwink- 
ligen Projectionen von DA^ DB^ DC auf eine und 
dieselbe Gerade sind. Es ist aber immer die Projection 
yon DC gleich der Snnraie der Projectionra von DA 
und AC\ und die Projection von AC gleich der Pro- 
jection TOn DB^ als von einer der AC gleiehoi und 
parallelen Linie; folglich De = Da + Dt. 

§.80. 

Diese ^ aus statischen Betraclitungen heryorgegan- 
gene, jetzt aber rein geometrisch dargestellte und er- 
wiesene Zusammensetzung von Kreisen kann nun hin- 
wiederum zum YortheQ der Statik verwendet werden, 
indem sich dacauf ein neuer Beweis fü^ das Par- 
allelogramm der Kräfte gründen lässig einBewdsi 
der sich von den meisten übrigen dadnrdi unterscheide^ 
dass sich bei^ ihm die Richtung und Grösse der Resut 
taute zugleich ergeben. Folgendes sind die hierza 
nöthigen Betrachtungen. 

i) Schneidet eine durch D gezogene Gerade die 
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dm Kreise in a, iy Cy und eine zweite Gerade d^roh 
D ixk cfj Vy f/y 10 9ind die drei Bdgen aa^^ bV^ etf 
dnander iOuilicb^ indem jeder von Omen die Hälflte 
des von den beiden Geraden gebildeten Winkels misst. 
Und umgekehrt: sehneidet man von drei, mit D in 
einer Geraden liegenden , Punkten a^ iy c der drM 
Kreise auf den Kreisen naoh einerlei Seite hin Arei 
mbander lUmllohe Bögen anfy blfy ext ab, so and anek 
iiy Vy & mit D in einer Geraden. 

2) Werde nun jeder der drei Krrise, die ieh naoh 
den ßidpunkten ihrer Durohmesser kurz mit Ay My C 
bezeiohnen mWy in eine und dieselbe Anaahl gleioher 
Theile gpetheilt, und dieses so, dass ein gewisser Thei^ 
Inugspunkt des Kreises Ay einer des By mner djps C 
und D sdbst in Muer Geraden liegen. Alsdann weK 
den» dem eben Bemühten zufolge, wenn man von diesen 
drri Punkten in ihren resp. Kreisen nadi einerlei Seite 
zu w^tev ferixähit, je drei glmdiTielte Theilpnnkte 
mit D wiederum in einer Geraden eejrn. 

S) Werde noeh bei £eser Eiitfheilong festgesetzt^ 
dass der den Kreisen gemeinsehaftliohe Punkt D in 
jedem von ihnen ein Theilpunkt sey« Da nun, wenn 
e, by e irgend drei zusammengehörige Theilpunkte, d. h. , 
drei soleiie sind, die mit J9 in einer Goraden liegen, 
man ßa + Db^=i De hat, so muss, wenn ä in /> fällt, 
also die^ Gerade den Kreis 4 in Z> berührt, Db=De 
seyn^abo b mit c zusammenfallen; d. h« die* oardi H ' 
an den Krds A gelegte Tangente gehl durch den ge- 
genseitigen Durchschnitt E der Kreise B und C. Ist 
daher I wie yerlangt wird, D ein Theilpunkt im Krrae 
Ay 80 ist auch B em Theilpunkt in den Kreisen B 
mtd C. Damit folglich, der Forderung gemäss, D auöb 
in jedem der zwei letztem Kreise ein Theilpunkt seyh 
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kfiBQO, iat es hlnreiphead und nothwendg, dasaronden 
BSgsü derselben DFE und D6E «in jeder zn seinem 
ganzen Kreiae in einem ratioDaleo Verhältniaae stehe. 
Weil aber DEB vaAMEC^ da Winkel in Halb- 
kreisen, rechte Winkel sind, und daher £, £, € 
in aber Geraden liegen, so miaat der Bogen DFE 
den WmkA 2.BBE = 1l.JDBi und der BogeD 
Z>C7£ den Winkel 2. /»C£ = 2.^/>C*). Mitbinist 
ea nur 'nSthig, dasa in dem Paratlelognunm DACB 
jeder der beiden Winkel, welche die Diagonale DC 
mit den Seiten macht, za 360° rational ist Setzen wir 
daher 360* in m glüohe Theile getheilt, von denen p 
Theile anf den Winkel ADC^ und g anf CDS gehen, 
- ao kommen, venn andi die Peripherie jedes der dr« 
Krnae in m gieiohe Theila getheilt wird, auf den Bog«i 
DFE Hp-\-9) und anf DGE^p aoloher Thnle, nnd 
es liegen, venn in jedem der drei Kreise J9 zum ersten 
Tbeilponkt genommen und nadi der dnroh die Folge 
DBCA beatimmten Richtung herumgezählt wird, der 
4^te Tbwipunkt des Kruses Ay der (;r-f-2(p-(T;))te 


') UeberfiaDpt iit dieie Fignr an anfcvSidigeii Beddoogei 
relchtüatig. Die Punkts S, U, l, in denen uch die KrtÖRO B DBdC, 
S und C, A and fl, anuer in D, nocb iclineiden, licfien in den 
Seiten BC, AC nnd dec Diagonile AB det Panllulognmnu, and die 
in £, 0, i Kot BC, A C, AB eriiditoten Normalen uhDeiden «ich 
in D. Ty dieien Normalen berührt DB den Kreii A, BH denEreii 
B, and wenn DI bis nadi £ an den Krdi C fortgesetzt wird, M iat 
DI~=tK. So «iefemer iniObigeadieBÖgen 2*F£and JDO£, 10 
bMra iloli BQcli alle Sbrigoi Bögen, in welche die diti KreiM einander 
zerschneiden, dnrdt Winkel im ParalidogTamni AB anidräcken. So 
■ind s. B. die Bögen HLD, DFB, HDB der Kt^e J, B, C 
efnander ShnlicA und menen önen Winkel =i2.^I>B. Die Bögoe 
Bai; Bbl dec Kidae A, B Oni mh ähnUdi nnd meaKn einen Wio- 
kel ~=2.DABi die Bögen tAB, IMD der KreiBe J, B sind sich 
ähnlich, indem Jeder TOQ ihnen doen mnk«l mai.BBA ndnt] n.i.w. 
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des ExtSme» B tmd der (:r-(-3^)te des Kreises C mit 
D immer ia gerader Linie. 

4) Wir wollen jetzt von D nach oIleD m — i übri- 
gen TheUpnnkten des Kreises A gerade Linioo zleheo, 
deren jede, ihrer GrSsse und Riofatnag nach, eine aaE 
D wirkende Kraft vorstelle. Auf gleiche Art werde 
durch die Tbeilpnnltte des Kreises B ein zweites, und 
dorch die Theilpnnkte des Kreises C ein drittes System 
auf O wirkender Kräfte bestimmt. Wegen der Glei- 
ehong Da-^Db^Dc^ wenn a, by c drei zusammen- 
gehörige Theilpnnkte sind (nr. 3.)» ist non Ton den diesen 
Tbeilpunkten zngebdrigen drei Kräften die Kraft in dem 
Kreise. C gleichwirkeud mit den beiden andern; und da 
die Theilpnnkte aller drei Kreise zn dreien so zusam- 
men genommen werden können, dass sie mit H in einer 
Geraden liegen, so wird die Resultante der Kräfte des 
Kreises A^ Terfcnnden mit der Resnltante der Kräfte 
des Kruses By gleichirirkend mit der Resultante der 
Kräfte des Kreises C seyn. 

5) Betrachten 'wir aber die Kräfte eines der drei 
Kreise besonders, so und je zwei, die Ton D aus nach 
gleiohweit von O xa beiden Seiten liegenden Tbeil- 
punkten des Krdses gerichtet sind, Lander gleioh 
imd haben daher eine Resultante, welche den durch If 
gelegten Dnrchmesser zur Kohtnng hat Dieselbe lUcb- 
tong muBs folglich auch der Resultante aller Kräfte des 
Kreises zukommen. 

Offenbar und femer je zwei Kreise mit ihren Seh- 
nen, oder den dadurch vorgestellten Kräften, einander 
Umliobe Figuren, von denen ^ eine in die andere 
fibergeht, wenn man jede Kraft des eioeu Kreises in 
deuiVittt^tnisse fiadertj in welchem enn Durchmesser 
lu dem Dorohmesser des andern steht In demselben 


ise 
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Vwhältmwe werden fiol^oh uioh dw RwaltBaten aller 
Kräfte des einen und des aodeni Kreises sb mmamätt 
«eyn, so dass £• DurafamesBer O^, Dßy DC nioht 
allein ^iUohtiingeD, soodem aaiih die GrMaMPrtBrhilt- 
nisse - der Resultanten der drri Systene von KiVAm 
uigelien. 

6) Zs Folge des in or. 4. &wiesenen ist daher tod 
drei daroh DA^ DB, DC vorgestellteD EriLfteo die 
letztere gleidiwirkend mit den bdden erstera, ond somit 
das Parallelogranim der Kräfte für den Fall dargethao, 
wenn £e Diagonale DC mit den Seiten Winkel macht, 
deren jeder zu 36iy in einem rationalen VertiältnisBe 
steht. Die &gänzang des Beweises für den Fall irra- 
tionaler VerhälttÜBse bldbe dem Leaer selbst überlassen. 


Ton den Azen dar grSBstes HoBSOte. 
i. 81. 
Ist für einen PuJtt M die Linie des grSssten Mo- 
ments, welebe dnrch ihre Itiohtnng nnd Länge die dem 
Punkte iDgehdrige Aze des grSssten Moments nnd den 
Werth desselben angiebt {%. Tl.^y gegeben, so Ifisst 
sieh das Moment für jede andere dnroh ^gehende Axe 
■oglnch finden. Wie diese Linie des grössten Moments 
bestimmt werden kann, ist in f. 78. geseigt worden, 
und wir wollen nnn nntersnohen, nach welchem Gesetze 
die Richtung und Länge dieser Linie von einem Punkte 
lam andein veräaderlich ist. 


Sey demnadt eb System von Kräftm auf eb« 
etnfaohe, doreh einen willköbrlitäi angenommenoi Pnnkt 
M gehende Kraft « nnd anf mn Pa» w redadrt w«- 
den. Bben so habe man das System aaf ^e dunA 


\ 
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onen kelielMgeo Mdeni Punkt M' g^bande Kn^ v' 
und auf eia Paar V zarfiokgebncht 

Da hianiach p a&d v gkibh^mkend mit. t/ nad «r' 
siod, 80 sind es auch c^, «0^ und — «/ mitt/. Die Kraft 
if mass daher in der Ebene dea oae w nnd — ' i/ resnl* 
tireuden' Paares liegen 9 oder 4ech dieser Ebene parallel 
seya (f* 57,), nnd mnss mit — f/ eia diesem rvsaUnren» 
den Paare das Gleiehgevieht ludtendes Paar bUdim 
(f 15. 1.). INe Kräfte er md f/ sind folgfioh einander 
gienh nnd bakea gleioUaufende Riohtongen^ nnd die 
Ebene ffieser Riditnngen mrd von den Ebenen der 
Paare p nad 1/ in paraüden Geraden geaohnitteD 
(|.51;), «— Ist üf ' ein Punkt in der Iliditnng roh t^ 
sdbst, aö fallen und t/ siManmen, und haben ddier 
gleiche Wirkung; mithin sind dann andi die Paare #» 
«/ einander gleiohwtrkend, d« i., sie liegen in paralldan 
Ebenen und haben gleidbe Momente. 

Dnss die Kraft v von einem Punkte Jf zum andern 
ifare Riciitiittg and Intensität unTetftndert briiält, geht 
äbrigens aach daraus hervor, dass tr tf e ResidtaMe der^ 
aa einen Pnnkt JSf parallel mit ihren Riehtungen ge- 
tragenen Kräfte des Systems ist. 

Weil w mit «^ nnd ^^ ^^v gleidnviricend ist^ so 
ist, wenn wir sämmtliche drei Paare auf mne Eboae 
projieiren , das Moment der Projeetion von w gMch dem 
Momente der Projeotionen von t/ und t/, -^«r (4.54.5.). 
Um ein bestimmteres Bild an hri>en^ woHen wferuns die 
gemeinschafiffiehe RiiAtnng von v und ^ vertieal nai^ 
wärts gehend denken. Lassen wir nun die Prejedüms- 
ebene borinontal seyn und projieireii daranf reiditwinklig, 
so ist die Pro|eotien des Paares rf^ — c^ null und die 
Momente der Projeptionen von w, und mf sind einander 
gleioh. 
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Daii^BlMieDt der PrcjeMion des Paares uf auf eine 
faorhontale Ebene ist denmaoh für alle Ponkte M von 
gleioimr GrfisBe, and miflim das Moment von w selbst 
am l^einsten für diejenigen Punkte Jf, für welche sich 
die Ebene von w horisontAl findet 

Um diese Punkte, wenn es anders solche giebt, zh 
bestimmen 9 wollen wir die Paare w und tß^ auf die Ebene 
des Paares t/y -^v rechtwinklig projidren. Nach obi- 
gem Satze Ton den Projectionen ist alsdann das Moment 
der Projection von w gleich der Summe der Momente 
des in der Projectionsebene liegenden Paares ^^^v 
selbst und der Projection von «/. In dem FaUe nun, 
wenn v/ horizontal, also aufderPrcJectionsebone recht- 
winklig ist, ist das Moment seiner Projection null, folg- 
lich haben dann die Projection des Paares w und das 
Paar t^, — tf gleiche Momente; und weil immer die 
Durchschnittslinien der Ebenen von w und «/ mit der 
Ebene von (t^, — v) einander parallel sind, jetzt aber 
vf horizpntal seyn soU, so sind jetzt die beiden Durchs 
schnitte Ton w und vf mit der verticalen Ebene von 
(f/, — v) horizontal* Dies g^ebt zur Bestimmung der 
Punkte ÜT, für welche vf horizontal ist, folgende Regel: 

Man lege durch die irgend einem Punkte M zuge- 
hörige Kraft V eine (verticale) Ebene so, dass sie die 
Ebene des demaelben Punkte zukommenden Paares w 
in einer horizontalen, schneidet Auf diese Ebene pro- 
jicire man das Paar uf rechtwinklig und ergänze die 
Kraft — V durch eine zweite t/ in derselben E^ene zu 
einem Paare, welches mit der Projection von «r einerlei 
Moment hat Jedes Paar fis^, das eine,m Punkte Jf in 
der Achtung von t/ zukommt, wird alsdann eine hori- 
zontale Lage haben. 

Sind umgekehrt die sich rechtwinklig schneidenden 
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^ tmd vf gegeben, and legt man dorob- iigmd ranen 
Paukt M eine dm t/ parallele ond gleiobe Kraft », so 
ist daa Paar, welohea ani der Zosammenaetzung der 
Paare f/ and t/, — v entspringt, das dem Jf zugehö- 
rige. Die Ebene deBselben sehneidet die Ebme von 
(p', — ff) in einer Horixontaleo, b^ MomeBt aber ond 
sein Winkel mit dem borizostal«) vf ist am ee gröMor, 
je grfisser das Moment des Paares f', — c .isVJ««^er. 
also M TOD tf entfernt liegt. 

\. 82. 

Dieses Tnaasgesohiokt ist nun die Beitimmnng der 
jedem Punkte M mgeh^gea Linie des grässten Mo- 
meDts gane leidit Die^e Länie steht nadi \. 77. auf 
dem « des PonktM rechtwinklig nnd ist dem Momente 
dieses Paares proportional^ sie ist daher dAsselbe, 
was vir in f. 53. die Axe des Paares nannten. Dannu 
die ResnUante der Axen xveier zasammeninsetxenden 
Psue die Axe des resoltirenden Paares ist (ebendas.), 
md da jetzt das Paar w ans der Zasammensetzong der 
Paare «^ ond f', — v hervorgeht, so ist i&t Ldoie dea 
gtoBsten Moments för den Punkt M. die Resoltante der 
Liaie des gröBsten Moments för einen in v' liegenden 
Pimkt M' nnd der naoh demselben Mossstabe bestimm- 
ten Axe des Paares c', — v. Die biebsa nSäiige CSon- 
atmotion ist folgende. 

Se^, wie im Yoiigen, t/' auf w' reohtwinkligj AB- 
^g.36.) stelle die Biditnng Ton t/ verj mr woUeasie 
die Haoptlinie des Systems nennen tmd ue ans 
wiedenun vertief denken. Für jeden ihrer Ponkte JIT 
ist die Linie des grfisstep Moments eine von SP ans 
aaf ne getragene, dem Uomeote.von i/proportioBd^ 
Unge iir«'. 
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bt mm M kpgend ein andor^r Punkt des Raama, 
und üf ' der Punkt der Hauptlinie, welcher mit if in 
einer Horizontalen liegt, so ist MAB die Ebene dei 
Paares t/, — v\ BFM seine Breite, also BPM.v sein 
Moment und ein auf der Ebene MAB erriebtetes, die> 
sem Momente proporfionales Perpendikel Jlf0 dicAxe 
des Paares. Dio Linie des grössten Moments for ä 
wird hiemaeh gefunden als die Resultante Jf# von HO 
und einer an M der JKT/ gimeh und pardlel geto 
genen MQ^ oder, was dasselbe ist, als die Hypotenuse 
Mm des bei O reehtwinkligen Dreiecks MOm^ in wel- 
obem 0# gleicb und parallel dwM^ ist; sie ist daher 
reobtwinklig auf dem von M auf die Hauptlinie gefiUt 
ten Perpendikri Jtt'Jlf, und ibre Grösse, so wie ibr 
Winkel mit der Hauptimie, sind bei einem und dem- 
sdben Systeme bloss von der Grösse diesen Featfm- 
dikels abb&ngig. 

Weil MO ]^<q>ortieDal mit IfM.p ist, so ist das 
V^rbätolss MO t JTlf , 4>der die Tangente des Win- 
kels M9P0 proportional mit cf, also constant, weil« 
von emem Punkte M aum andern seine Grosse sioiit 
ändert Für alle Punkte, welcbe in einer und derselben 
durch M gebenden Horizontalen Mf C entiialten sind^ 
liegen daher die sugehörigen O in einer gleiohfaUs dordi 
M gehenden Heriaontalen MI}. Yertical aber in 
einer Höhe ===Jir/, also in einer dnrdi / witMD 
gezogenen^ Parallele ^E liegt der Punkt #« L&ast man 
daher die Punkte^ AT und # fai MC und /E sieb fio 
finrtbewegen, dass die Gerade JKt motMC immer normal 
steht, so ist Ms jedeneit die Lonie des grösetra Mo- 
ments för Jf, und man sieht hieraus deutlidi, wie bei 
waehsender Entfernung des M von ST die GrSese dieser 
linie und ihr Winkel mit der Haupdinie immer smidime&. 
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SttEt mm den Winkel OtJVy oder den Winkel ron 
if( mit der HaoptliniOi =;w and den oonitaoten Win- 
kel CJlTD^Uy M ist 

if»=y{jr«"+J!f'Ä'tango«) DDdtangw=3^-jtaiiga, 

woranB dasselbe erkannt wird. 

Ziun Soblosse wollen wir die erhaltenen Resultate 
in folgenden Bätxen insammraBtellen. 

1) /är ßBe JfSmktey welcke in der Flache einet 
wn die Haupilinie, aie Axe^ beachriebenen Cylindert 
liegen^ tind die lAnien der grötaten Momente e»ntm~ 
der gleich y berühren intgeaammt dielen Cy linder and 
machen aü der ffauptlinie gleiche Winkel. Für 
alle J^m^tCf die in einer und derielben Seitenlinie dea 
Cylindere liegen y tind d^her dieie lAnien einander 
parallel und in einer Ebene enthalten ^ die den Cylüt- 
der in der Seitenlinie berührt. Für aSe Punkte 
^ogegeny welche in dem Durchtchnitte der Cylinder- 
fläehe Mit einer auf der Hauptlinie normalen Ebene^ 
"lio in einem Kreisey liegeny bilden die zugehörigen 
Linien die Füche einet durch Umdrehung um die 
Bat^tlinie erzeugten hyperbolitcken Hi/perboloide. 

2) Je veiter ein Punkt von der Hat^tlinie ab~ 
ttehty je grötier fdte der Ihtrchmeiaer dee Cylindere 
itt, deitp grotter iet die xaigehorige JjKtie de* grött- 
tm Momente Und detio mehr nähert tieh der Winkel 
dieter Zanie mit der Bduptlinie einem rechten, indem 
die Tangente detielben dem Abttande det Punktet 
von der Hai^tlinie proportional itt. Für ISttiktOy 
die in einer auf der Hauptlinie normalen Geraden 
liegeuy bilden die xugehärigen Ldmen die Flache 
einet hyperboUtchen Paraholoide. Denn indem M in 
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ABC 

C08g)=S-g, C08/ = -g, 0081^ = ^, 

wo D = •(^« + i»« + <?*), und dttmi« 

^ ^Z, + Äilf, + TAT, 

^=== w— 

AL±BM±CN ' ,^, 

also unabhängig von /*» ^^ Ji. Alle mit der HanpÜinie 
parallele Axen haben daher gleiche Momente, deren 
gemeinsobaftlicher Werih der eben gefimdeneist Die- 
ser Werth kommt daher anoh dem Momente einer m 
die Hauptlinie selbst fallenden Axe zu, d» i. dem kleifi- 
sten unter den grössten MoDMnten. 

Zusatz. Dass alle init der Hanptlinie parallele 
lAxen gleiehe Biomente haben, wird aueh Imht ans 
Fig, 2A. erkannt. Denn da üf # die Linie des gr688te& 
Moments für den Punkt ilf, und MQS em rechter 
ist, so ist die der Jlt/ gleiche und parallele 
MQ dem Momente .der in - sie fidlenden Aie 
proportional (§. 76.). 

Von den Axea, deren Momente null sind. 

Nodi eine besondere Aufinerksamkeit verdienea 
di^enigen Axen, in Bezug auf welche das Moment des 
Systems null ist Sie ergeben sich unmittelbar ans 
dem Vorigen^ da es unter allen durch einen Punkt M 
'gehenden Axen alle diejenigen und keine andern sind, 
welche auf der dem Punkte zukommenden Linie des 
grSssten Moments rechtwinklig sind, also in der Ebene 
des dem M zngehörifen und durch ihn selbst gdtogtea 
Paares w liegen» In dieser Bedehimg wollen wir die 
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durch M gelegte Ebene tob t» die Nnllebene des 
Pnnktes iÜf neanen. 

So vie es nun für jeden Punkt eine XuUebene giebt, 
80 lässt lieh aach umgekehrt in jeder Ebene .ein Punkt 
angeben, in Bezug anf welchen sie die XuUebene ist, 
also ein Ponkt, den man den Nullpunkt der Ebene 
nenne, und welcher die Eigenschaft beaiM* dass von 
allen in der Ebene enthaltenen Axen bloss für diejeni- 
gen, welche den Punkt selbst treffen, das HootentdeB 
SyBtemfl null ist. 

Denn werde die Ebene von der vertikalen Haupt- 
liniß AB (Fif-. 26.) im Punkte M' geschnitten und sc;, 
MC eine in der Ebene durch M' gelegte Horizontal^ 
so liegt darin der Nullpunkt M der Ebene und ist von 

M' um einen Abstand Jlfjtf = JM'/ ^?£^ entfernt, 
tanga ^ 

vo W/ und a oCDstant sind, und <a den Winkel' der 
Ebene mit dem Horizonte bezeichnet (f ; St.). Ist aber 
die Ebene mit der Hanptlinie parallel und von ihr nm 
eben Abstand =x entfernt, berührt sie also einen um 
die Hauptlinie mit einem Halbmesser 3c=;r begchriebenen 
Cfllnder, so liegen in der Ebene die Axen, deren Mo- 
mente null sind, einander parallel und machen mit der 
Ebene des Horizonts einen Winkel, dessen Tangente 

= - ' --,^ — . Vergl. f. 82. In diesem Falle ist also der 
Nullpunkt der Ebene als nnendlioh entfernt zu betraditen. 
Hat man somit den Nullpunkt Jf einer Ebene ge-, 
Amden,' so kann für eine andere durch Jf nicht gebende 
Axe t der Ebene das Moment nicht =0 seyn. Denn 
ist erstens die Ebene nicht parallel mit der Hauptlinie, 
so lässt sich unter der hier allein geltenden Voraos- 
ntzui^, dsBB die zwei Kräfte, worauf das System re> 
10 
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dacirbar ist, nicht in mnei Ebene liegen, das System 
auf ein in der Ebene enthaltenes Paar w nnd auf eine 
dnrch M gehende mit der Hanptlinie parallele Kraft tf 
rednciren, und für die Axe t sind nnr'die Momente der 
Bwei Kräfte 9 welche das Paar ausmachen, nidit aber 
das Moment von tfy also auch nicht ^as Moment des 
Systems, nulL 

Ist zweitens die Ebene mit der Hauptlinie parallel, 
und ist p eine der in ihr liegenden parälleleu Axeo, 
fiir welche das Moment des Systems null ist, ^ irgend 
eine andere in der Ebene enthaltene Axe, welche p im 
Puni(^f;e JV schneidet, so ziehe man durch N (in der 
Ebene) eine Parallele v mit der Hauptlinie und be- 
schreibe in der Ebene einen Kreis, welcher p in N 
berühre« Alsdann verhalten sich die Momente in Bezug 
auf die Axen v und ^, wie äie in den Kreis fallenden 
Theile Ton v und t {§. 76.)* Da nun das Moment fiir 
p gleich dem kleinsten unter den grössten Momenten 
ist (4* 83. Zus.), und dieses unter der gemachten Vor- 
aussetzung nicht null seyn kann , so kann es auch nicbt 
das Moment für die Axe t seyn, 

i 

Die Eigensdiaften von Nullebenen nnd Nullpunkten 
lassen sich auch ganz leicht aus den oben (f* 69.) ana- 
lytisch bewiesenen Sätzen herleiten , dass von der einen 
der beiden Kräfte, worauf ein System redudirbar ist, 
die Riebtang im Allgemeinen nach Willkühr geiiofflfflen 
werden kann, und dass, wenn die eine der beiden 
Kräfte durch einen gegebenen Punkt ^eht^ die andere 
in einer damit gegebenra, den Punkt enthaltenden 
Ebene liegt^ und umgekehrt. Von diesen Sätzm will 
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ich jetzt noch einen andern auf ganz einfache Betraob- 
tiiogen sich gründenden' Beweis mittheilen, und hierauf 
den Zosammenbiing zwischen ihnen und den Eigenschaf- 
ten der ^uUebenen und Nullpunkte l^ürzlich angehen, 

1) Hat man zwei Kräfte P und P, (Fig. 27.), de- 
ren Richtungen iiicht in einer Ebene liegen, und eine 
Richtong fy welche 4nit der einen P der beiden erstem 
in einer Ebene a liegt, und daher, in^ Allgemeinen 
wenigstens, mit P einen Punkt A gemein hat, so ist es 
im Allgemeinen immer möglich, die ^wei Kräfte in zwei ^ 
mit ihnen gleichwirkende $ undQi zu yerwandeln, von 
denen die eine Q, die Richtung y hat. 

Denn da P und P^ mit Q und Q^ gleichwirkend 
seyn sollen, so niässen es auch P und — Q mit Q^ 
und — P^ seyn. P und — Q haben aber, als ,zwei 
Kräfte, deren Richtungen in einer Eb jene a liegen und 
im Punkte JL derselben sich schneiden, eine durch den 
Schneidepunkt ^gehende und in der Ebene a enthal- 
tene Resultante 72. Diese Resultante R muss daher 
auch den Kräften Q^ und — P^^ zukommen, es muss 
folglich auch Q^ die Resultante von jP^ und JR seyn; 
und da zwei nicht in einer Ebene enthaltene JLräfte 
nicht auf eine einzige Kraft reducirt werden können 
(|. 57.), so müssen /\^ und Rj so wie auch $i, in 
einer Ebene a^ enthalten seyn und sich darin, im All- 
gemeinen wenigstens, in einem Punkte A^ schneiden. 
Hiernach ist die Richtung von R bestimmt als der 
Durchschnitt der Ebene a, in welcher jP ui^ Q, wirken^ 
mit der durch jP, und den Schneidepunkt A von P 
nnd ^ zu legenden Ebene «i« Da also von den drei 
Kräften jP, — 'iß, — *i2, welche im Oleichgewichte sind, 
die Richtungen I und von der ersten derselben, P, die 
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Inteusitat, gegeben 8iiid> so laasen sieh, auch von Q 
und R die Intensitäten finden (f. 28.* a.), und hieraiis 
die Richtung und Intensität toü^^, ah von einer Kraß, 
welche mit — B und — P^ im Gleichgewichte ist 

2) Wir folgern hieraus weiter : Ist von der Richtong 
der Kraft Q nur der Punkt A gegeben , in welcbem 
sie die P schneiden soll, so kennt man yon der Erafi 
01 nur die Ebene a^, in welcher sie mit P^ liegen 
mtiss; es ist nämlich die durch A und P^ zu legende 

'^ #i|. Ist aber für -0 nur die Ebene a gegeben, in wel- 
cher sie mitP lieg^a soll, so ist von Q^ nur der Punkt 
Ai bekannt, in welchem sie die P^ schninden mtus; 
es ist nämliöh der Durchschnitt der Ebene a mit P^* 

Wenn demnach von irgend zwei Kräften, die mit 
zwei nicht in einer Ebene liegenden Kräften Pund/'i 
gleiche Wirkung haben, die eine der /'in einem Punkte 
A begegnet, so liegt die andere in der durch A vd 
P^ bestimmten Ebene; und wenn die eme mit Z' io 
einer Ebene a liegt, so geht die andere durch dea 
Schneidepunkt von a mit P^. 

3) Aueh in dem Falle, wenn die gegebene Rieb- 
tung von Q nicht, wie vorhin, mit der Richtung von/ 
in einer Ebene liegt, lassen sich im Allgemteinen die 
Intensität von H und die Richtung ' und Intensität Ton 
01 so bestimmen, dass Q und^^ xxAtPvokAP^ gleieb- 
wirkend werden. Denn zieht man eine Gerade «« welcbe 
die Richtung von P und Q zugleich schneidet, so kano 
man nach dem Vorigen P und/^^ zuerst in zwei Kräfte 
S und &^ verwandeln , von denen S die Richtttog < 
bat, und kann sodann auf dieselbe Weise ans S vd 
Si die mit ihnen, und folglich auch mit P und Pir 
gleichwirkenden Kräfte ü und Q^ herleitein. 
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4) I$t dmher ein Sy$teni van Kräften auf xwei 
nieht in einer JEiene liegende KrSffte redueirbary $o 
kann die Richtung der einen ven beiden im Allge^ 
meinen jede beliebige eeyn. Um so mehr kann folglioh 
das nooh Unbestimmtere verlangt werden, dass die eine 
der beiden Kräfte dnroh einen beliebig gegebenen Punkt 
gehe, oder in einer beliebig gegebenen Ebene liege. 
Der Punkt A und die Ebene a in dem Satze nr« 2; 
können daher ebenfalls ganz naoh Willkühr bestimmt 
werden, welches uns zu dem Schlüsse fuhrt: 

In Bexug auf ein System von Kräften^ w^lchee 
auf xwei nicht in einer Ebene liegende Kräfte P und 
P reducirt werden kamn^ entspricht jedem Punkte 
A eine durch ihn gehende Ebene a^ und jeder Ebene 
a ein in ihr liegender Punkt A^ dergestalty^ datSy wenn 
die eine der beiden Kräfte^ /% dem Punkte A be» 
g^gfiety oder in der Ebene a wirkt y die andere P^ 
in der efitsprechenden Ebene a^ enthalten iety oder 
den enteprechenden Punkt A^ trifft. 

5) Geht aber die Kraft P durch den Punkt Ay und 
liegt folglich die Kraft P^ in der dem A entsprechen- 
den Ebene a^, so schneidet jede durch ^ gehende und 
in a^ enthaltene Axe sowohl die Richtung von Py als 
die von P^ , und es ist daher in Bezug auf jede dieser 
Alpen das Moment von P und P^y folglich auch das 
Moment des Systems, nulL 

Die einem Punkte A entsprechende Ebene a^ ist 
mitbin die Nullebene des Punktes, und eben so der 
einer Ebene, a entsprechende Punkt A^ der Nullpunkt 
der Ebene. 

Zusätze, a» Ist «1 die dem Punkte A entspre- 
chende Ebene, so ist rach ^ der der Ebene a^ eotspre^ 
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diettdePoiikt, indeoiy wenn die «ne Kmft Pi in a^ 
wiriit, S» andere P dem A begegntti rnnss^ nndeben 
80 eriiellet, dass wenn der Ebene a der Punkt ^i 
spricht, nach nmgekehrt leteterer £e entere zur 
npreoheoden hat 

^, Ist ^ ein Punkt der Ebene a, and wird die 
winköbrücbe Riehtong der Kraft P so genommen, dass 
sie sngleidi dnrdi A geht and in a liegt, so mass die 
Kraft P^ wegen des eirtern in d^^ Ebene a^ liegen 
und wegen des letztem dnroh den Punkt Ay gehen; 
mithin mass A^ ein iPunkt der Ebene a^ seyn, d. h: 

Liegt mn Punkt in einer Ebene, so geht die dem 
Punkte entspreohende Ebene durdi den der Ebene eot- 
sprechenden Punkt. 

i. 86. 

Diese gegenseitigen Beziehungen swiselien Ponkten 
und Ebenen sind eine besondere Art der sogenannten 
dualen oder reciproken Verhältnisse, welcjie in der 
neuem Zeit so mannigfach untersudit worden sind, ond 
wobei zwei Systeme von Punkten und Ebenen in einer 
solchen Beziehung zu einander betrachtet werden, dass 
jedem Punkte des einen Systems eine Ebene des andern 
und jeder Ebene des einen ein Punkt des andern en^ 
spricht litt Gegenwärtigen kommt noch die besondere 
Bedingung hinzu, dass jeder Punkt in der ihm «entspre- 
chenden Ebene selbst liegt, und — was eine Folge 
^ davon ist, — jede Ebene den ihr entsprechenden Punkt 

^ selbst enthält Hierdurch werden nicht nur die beider 

Dualität im AUgemeinmi Statt habenden Beziehungen 
in etwas modificirt, sondern es treten noch Relationen 
von eigenthumlicher Beschaffenheit hinzu. Folgende 


\ 


Theorie det Momente. li{l 

% 

Sätze geben eke kone Cebieftiioht dieser merkwürdigeii 
Beziehungen*). 

Zaerst folgt unmittelbar, ans 'dem Vorhergehenden: 

1. Zu jedem Punkte gehört eine ihn enthaltende Null- 
ebene und zu jeder Ebene ein in ihr liegender 
Nullpunkt 

2. Ist von einer Ebene und einem in ihr liegenden 
Punkte erstore die Nullebene des letztem, so ist. 
auoh letzterer der Nullpunkt der erstem^ und um- 
gekehrt. 

3. Liegt ein Punkt in einer Ebene, so geht dta Null- 
ebene des Punktes durdb den Nullpunkt der Ebene ; 
oder ^as dasselbe ist: 

3*. Geht eine Ebene durch einen Punkt, so liögtder 
Nullpunkt der Ebene in der Nullebene des Punktes. 

Aus 3. fliesst weiter: Liegmi mehrere Punkte in 
dner Ebene, so gehen die NnUebenen der Punkte durdi 
den Nullpunkt der Ebene; d. h. 
4w Von mehreren in einer Ebene liegenden Punkten 
sohneiden sich die Nullebenen in einem Punkte, 
welcher in er^terer Ebene liegt und ihr Null- 
punkt ist 

Eben so folgt aus 3^: 
4*. Von mehrem sieh in eniem Punkte schneidenden 
Ebenen liegen die Nullpunkte in einer Ebene, 
welche erstem Punkt enthält und seine Null- 
ebene ist • - , 

Aus 4. schUessen mr femer: Von mehrera in zwei 
Ebenen zug^eidh, d. i. in einer Geraden, liegenden 


«■•»•• 
\ . 


*) Aoif&hrHcher habe idi diesen Gefsenstand in einer Abhand- 
iong „Va^ei eine beiondere Art daaler yerhaitnisse zwischen Figuren 
im Räume'« in Crelle*t lomal X. Band, pa&317. ontenndit. 
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Punkten gehen die Nallebenen sowobl dnrdi den Natt- 
pnnkt der einen^ als doreh den der andern jener zwei 
Ebenen, d« i. sie sehneiden sieh in der diese zwei Null- 
punkte verbindenden Geraden; also: 
^ 5« Die Nullebenen mehrerer in einer Geraden liegen- 
den Punkte sehneiden sich wiederum in einer 
Geradem 
AehnUoherweise ergiebt sich aus 4^. : 
5*. Die Nullpunkte mehrerer sich in einer C^aden 
sohneidendeii Ebenen liegen wiederum^ in einer 
Geraden. 
Nach 5. und 5^ entspricht also jeder Geraden eine 
zwdte Gerade, so dass jeder Punkt der e^inen zu seiner 
Nullebene die durch. ihn und durch die andere Gerade 
gelegte Ebene hat, und dass von jeder durah die eine 
Gerade ' gelegten Ebene der Nullpunkt derjenige ist, in 
welchem sie Ton der andern Geraden gesehnitten wird. 
Je zwei solchergestalt sich entiäprechende Gerade sind 
zugleich die Richtungen zweier Kräfte, auf welche sich 
das System reduciren lässt. Denn sind a und 6 die 
Nullebenen der Punkte ji und jff, und geht die eine 
der beiden Kräfte durch ji oder B^ so muss die an- 
dere resp. in a oder 6 liegen; geht folglich die eine 
durchs und jB zugleich, so muss die andere den Durch- 
schnitt Tön a mit £, d. i. £e der uiB entsprediende Ge- 
rade zur Richtung haben. 

In dem besonderen Falle, wenn B bk a liegt^ geht 
nach 3* die Nullebene i Ton B durch den Nullpunkt 
ui Ton a, d. i. a und 6 schneiden sich ia AB selbst 
Jede in einer Ebene ä durch den Nullpunkt^ dersel- 
ben gezogene Gerade, oder, was dasselbe ist, jede 
durch einen Punkt A gelegte Gerade, welche zugleich 
in der Nullebene. a des Punktes liegt, also jede ,Axe, 
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in Bezng auf welche das Moment des Systems nullist, 
hat folgliGh . sieh selbst zur entsprechenden, und es ist 
daher umpöglich, das System auf zwei Kräfte zu redii- 
dren, von denen die eme eine selche Gerade zur. Rieh* 
tong; hat. 

Um diese Sätze durch ein Beispiel zu erläutern, 
wollen wir von den drei Coordinatenebenen, worauf das 
System der Kräfte in dem Vorigen bezogen worden, 
£e Nullpunkte, und von dem Anfangspunkte der Coor* 
dinaten O die NuUebene zu bestimmen suchen» 

Für eine in der Ebene der xy liegende Ate sind 
h und H null (§• 62,), folglich das Moment des Systems 
(§• 650 ^ Bezug auf eine solc)ie Axe 

Man sieht nun sogleich, dass, wenn m^y und g 
durch die Gleichungen und j!f+yC?=rO und L — gC 
= bestimmt, dieses Moment, unabhängig von F und 
&, also für jede in der Ebene der xy enthaltene Axe, 
welche durch den Punkt (^ g) geht, null wird* Dieser 
Punkt, d. i. 

ist daher der Nullpunkt der Ebene der xy^ und eben 
so finden sich ' 


N m 


N 


(Q,-^.f) ...(-, 0.-1) 

ds dTe Nullpunkte der Ebenen der y% und x^x. 

Ferner ist für eine durch O gelegte Axe, wenn 
^ den Anfangspunkt (y, g\ K) derselben, nait O zu- 
sammen faUen lassen und daher y^ g, ^ = setzen^ 
das Moment 

=:^rFO'^r6M+rHN. 
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durob ji gelegten Yertioale getroffen wird, MgHdi B 
sdbst Blitlun bätte B zwei yersdüedoDe Nullebenen, 
velebes nicht mSglieb ist. 
10. Jede vertieäle Ebene e bat einen nnendliob ent- 
fernten NnApunkt, und jeder unendlich entfernte 
Punkt C eine verticale NnUebene* 

Denn eeyen ^ und B 2wei Punkte in ^, welche in 
einer vertioalen Linie liegen« Die NnUebenen a und b 
von jt und B and folglich (9.) einander parallel, und 
da nach 3* in a sowohl, als in d, der Nullpunkt von c 
liegt, so muss dieser unendlich entfernt seyn. 

Um den zweiten Theil des Satzes zu beweiseD, 
lege man durch C eine Bbene a, und eine mit a par- 
allele £bene 6y die, weil C unendlich entfernt seyn soll, 
ebenfalls durch C gehend zu betrachten ist. Nach 3*. 
geht aber die NuUebene von C sowohl durch den Null- 
punkt ji von IV, als durch den Nullpunkt B von 6, also 
durob die Yerticallinie JtB (8.) und ist daher selbst 
TcrticaL 

Da die Nullebenen zweier Punkte, die in einer 
Verticale liegen, einander parallel sind (9.), also sioh 
erst in einer unendlich entfernten Geraden schneideo, 
80 ist die einer Yerticalon entsprechende Gerade un- 
^ endlich entfernt Von den zwei Kräften, worauf sfch 
das System zuJtuckfuhren lässt, kann daher keine eine 
rerticale (mit der Hauptlinie parallele) Richtung haben, 
eben so wenig, als sie mit einer Axe, fiir welche 
das Moment des Systems nidl ist, zusammen faliep 
kann (vor* §•). ^ 

Zusätze. Sey ABCD eine dreiseitige Pyramide, 
und von ihren Seitenflächen BCDy CDA^ DAB, 
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jlBC Beyma iie NuIIprakte re«p. Fy Oy H^ I^ so iit 
POHI eine in ABCD, eingesckriebene Pyra- 
jBtde, Sogleich aber auch eine um letztere u m schrie- 
be ne. Denn die Ebene durch die NnUpunkte G^ H^ 
I der sich in ji schneidenden Ebenen CDA^ DAB^ 
ABC ist nach f. 86. 4**. die Nnllebene von A^ und 
auf gleiche Art sind HIF^ iFOy FGH die NuUebenen 
▼on M^ Cy D. Die zwei Pyramiden stehen daher in 
einer solchen gegenseitigen Beziehung, dass die Ecken 
der einen die Nullpunkte der Flächen der andern, und 
die Flächen der, einen die NuUebenen der Ecken der 
andern sind» Dabei entspricht jeder Kante der einen 
Pyramide eine Kante in der andern; z, B. der Kante 
ABj in welcher sich die Flächen DAB und ABC 
schneiden, die Kante HI^ welche die Nnllpvinkte die- 
ser Flächen veribindet"). 

Dieselbe Betrachtung lässt. sich auch auf jedes an- 
dere Polyeder anwenden. 8ey S die Ecke eines Po- 
lyeders, a, ^, c, • • • die in dieser Ecke in der Ordnung;, 
wie sie an dnander grenzen, (a an &, ^ an 0, u«s.w«) 
zusammenstossenden Seitenflächen, und Ay B^ C,*.« 
die Nullpunkte dieser Flächen, die daher in einer 
Ebene, in der Nullebene von Sy liegen. ABC * .. ist 
mithin ein ebenes Vieleck, und auf gleiche Art wird 
bei jeder andern ' Ecke durch die Nullpunkte der um 
di6 Ecke herumliegenden Flächen ein ebenes Vieleck 
bestimmt. Von allen Seiten aller dieser Vielecke gehösf 
aber jede Seite, z. B. ABy zweien Vielecken zugleich' 
an. Denn wenn die Kante des Polyeders, in welcher 

sich die Flächen a und b schneiden, und Ton welcher 

^ »_ • 

*) Ueber die Constraction zweier solchen Pyramideii siehe einen 
Aufsatz desYerf. in Crelle*s Joarnal, III. Bhnd, pag.27d. YergL 
auch Steiaer Systemat* Entwickel. pag« 247. 
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zweier nA sohfeidenden Axen MA, MB das Moment 
ßld fiir jed« dritte dtirch M gehende und mit ersten 
beiden in einer Ebene Hegende Axe JUJO finden^ indem 
mui durch M^ a^ 6 einen Ejreis besehreibt^ weldier 
MI} in« d schneiden wird. 


§. 90. 

Sohneiden sich die drei Axen, deren Momente ge- 
geben sind, unter rechten Winiceln, so lässt sich die 
Aufgabe sehr einfach durch Rechnung lösen. — Sey 
unter allen durch M gehenden Axen MS die Axe des 
grössten Moments, und daher, wenn diese von derED* 
gelfläohe in s geschnitten wird, Ms ein Durchmesser 
der Kugel. Alsdann ist Maz=zMs.QO^SMAy oder, 
wenn wir das grösste Moment =a setzen and uns eise 
sBweite Kugel denken, ^ie um ilf als Mittelpunkt mit 
der gemeinschaftlichen Länge der Axen, als Halbmesser, 
beschrieben ist, und auf deren Oberfläche daher die 
Punkte S^ Ay By C^ D liegen: 

a = a cos AS ^ und eben so 

ß=sacosBSy Y = aooBCSy tf = acos/>jSi. 


Schneiden sich nun, wie angenommen worden. 


die 


drei Axen M^^ MB^ MC unter rechten Winkeln, 
und sind daher die Seiten und Winkel des sphärischeo 
Dreiecks ABC insgesammt =90"", ^o hat man: 
co9jDS = ooaAJ) oobAS + wbBjD oobBS 

+ ooaCI) cobCS. 

I 

Hierin fiir oobDS^ cobASj... die ihnen naol 
vorigen Formeln proportionalen Warthe f» a,«.. sub- 
stituirt, erhält man: 

{A) . , . d=a ooBAß + ß CO» BD + y cos CD. 

Aü9 den Momenten för dred sich unter reeht^ 
Winkeln in einem Punkte schneidenden A^ehfiidei 
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, ikh demmaeh das Moment für j^de vierte durch den^ 

^ telben Punkt gehende Axe^ wenn man erstere drei 

, Momente retp. mit den Connusten der Winkel mul" 

tipUdrty welche van den Axen dieser Momente mit 

der Axe dee vierten gebildet werden^ tmd diese Pro-' 

ducte addirt. 

Uebrigens ist ai^ter derselben Yoraassetzaiig, dasi 
BC=CA = AB=Wi 

oos JT jSf2 ^ 008 JBS^ + 008 CS^ = i 

und daher 
c «* + /?« + y*=^aS 


oobAS=s 


a 


, C08 BS S=5 U. 8. w. 


' Formeln, mittelst deren man aus den Momenten f&r 
drei sich rechtwinklig in einem Punkte schneidende 
Axen, von der dnrch denselben Punkt gehenden Axe, 
welche das grösste Moment hat, dieses Moment selbst 
und die Lage der Axe finden kann. 

f. 91. 

t 

Die im vorigen §• erhaltene Relation swisohenner 
Momenten, von deren rierAxen sich drei unter rechten 
Winkeln treffen, ist zuerst ton Euler gegeben wer* 
den*). Es ist aber nicht schwer, eine eben so einfache 
Formel für den allgemeinern Fall herzuleiten, wenn die 
Tier Axen willkührUche Winkel mit einander machen* 

1) Von einer durch die Gerade P4l vorgestellten 
Kraft ist das Moment in Bezug auf die Axe A^B^ die 
Pyramide A^B^ PQ, (§.59. Zus.). Seyen nun ^ und 
B zwei beliebige andere Punkte in A^B^^ so verhalten 


*) Nora Acts Petrop. Tom. YII. vom Jahre 1793. 
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sich ilie Pyramiden A,B,PttiABPQ wie üe Drei* 
ecke A^B^Px ABPy und diese wie die Geraden 
AiB^iAB'j and es ist daher, wenn wir die AzenläDge 
Ai B^ zur Einheit des Maasses nebmen: 

ABPQ = AB.A, B, Püy 

wo die Linie AB positiv oder negativ zu nehmen ist, 
je nachdem sie mit der in sie fallenden Axe ^i^i 
einerlei oder entgegongesetztlB Richtung hat» 

2) Auf gleiche Art ist, wenn wir noch andere Kräfte 
PQ^y P^^y... auf die Axe A^B^ beziehen: 

ABPQ:=AB.A,B,P'(t, 

n. 8. w. Addiren wir alle diese Gleichungen, so kommt 
mit Anwendung des Summationszeichens ^^ und wenn 
wir das Moment des von den Kräften PQy PQ^^*** 
gebildeten Systems in Bezog auf eine Axe, welche in 
der Geraden AB liegt, aber nicht AB sdbst, sondern 
die Linieneinheit (= A^B^) zur Lange ha^ mit [JSi 
bezeichnen : 

SABPQ=ABSA,B,PQ = AB[AB\. 

3) Seyen JUAi , JUBi , MC^ , JUD^ vier sieb ifl 
einem Punkte Jtt sdhneidend^ Axen, von denen die drei 
ersten wenigstens nicht in einer Ebene liegen. Man 
nehme in JUß^ beliebig einen Punkt ß und constrnire 
um MB als Diagonale ein Parallelepipedum, dessen 
in JU zosammenstossende Kanten in die Axen JUJi^ 
MB^y MC^ fallen. Seyen resp. Ay By C die andern 
Endpunkte dieser Kanten, so ist, wenn PQ wiederam J 
eine Kraft bezeichnet: 

MBPQ^MAPQ+MBPQ+mCPQ{%.%Z.Z.) 

folglich auch bei einem Systeme von mehreren Kräßen 
Püy Pfty u, s. w.: 
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2i!iiDPa:=zSMAPa^2MBPa+smcp(k 

folglich nach Dr. 2. \ 
(B)...MO[MD\^MA[iaA\+MB[MB\^M0[m€\. 

Wenn demnach für die drei Axen MA^^ ^B^ 
MC^ die Momente [MA\y [MB\^ [MC\ gegeben sin^ 
und dad Moment [MD] für die Axeilf/I| geeaehtwird, 
60 oonstmire man das Paratlelepipednm MABCD^ 
Als \rodarch sich die Verbäitnisse zwischen iV^,...JIfl> 
ergeben, und man erhält damit nach letztere» Gleiehmig 
folgenden das Gesuchte« 

Zus&tzd. a. Macht man in den AxenJiLfi,...iKfjO^ 
die Linien üf n, • • • Std den Momenten der Axen resp. 
proportional, so liegen a, b^ Cy d mit M in der Ober- 
fläche einer Kngel (§- 76.) » nnd man bekommt damit 
den geometrischen Satz: 

Bat man eine Kugel und ein Parallelepipedum, 
dessen eine Ecke M in der Fläche der erstem 
» liegt, nnd sind a, b^ e^ d die Punkte, in denen die 
Kugelfläohe resp* von den in M zusammensto^sen^ 
den ÜLanten MAy MBy MC und der Diagonale 
MD des Parallelepipedums geschnitten wird, so ist: 

MD.Md^MA.Ma + MB.Mb + MC.Mc. 

b. Schneidensich die drei AxenMA^ MB^^ MCT^ 
unter rechten Winkeln,. so verhalten sich 

MA.MBiMC.MD 
sBCOs^i MD^ : cos^i MDi : oosC^i MD^ 1 1 

und man kommt durch Substitution 4ieiser Verhältnis«* 
verthe in die allgemeine Gleichung {B) auf die spe- 
cielle Gleichung {J) in §• 90. wieder zurücki 


f ' 
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f. 93. 

So sehr auch die Gleichung (B) die Eoleniche (J) 
an Aligemeinhett äbertrifft, so ist sie doch am als eio 
^pecieller Fall einer weit allgemeinem Relation anzu- 
sehen ^ die sich auf ganz ähnliche Art wie (B) ent- 
wickeln lässt« 

Man habe 9 wie Torhin, ein beliebiges System von 
Kräften /»«, iP«', P'(K\...^ welches S heisso. 
Seyen ferner AjT^ BV^ CC^... die Kräfte eines 
zweiten Systems Ty welche einander das Gleichgewicht 
halten. Alsdann ist w^en dieses Gleichgewichts von 
Tj wenn man T nach und nach auf alle Kräfte P0) 
l^tty* des Systems S^ als aufAxen^ besieht (f. 58.)* 

AA'PÜ + B«PQ + CCPa -f •..=0 
4A^P'(t+BB'P'ft + CCP'Q:'\^...^^ 

u. s« w. ; und wenn man alle diese Gleichungen summirt: 

:sAJ^pa+:sBBrpQ+2CCPa+...^9\ 

folglich nach §.91. 2.: 

AA'[AA^ + BB'IBB^ + CCICC] + . ,.^0j 

wo [AA'lj [BB^y... die Momente des Systems iSfnr 
Axen bezeichnen, welche an Läiige einander gleich 
sind und resp. in den Geraden AA% BB^j . • • liegen, 
und wo man 9 wie schon erinnert, die CoefiBcicDten 
AAfy BB^j • • dieser Momente positiv oddr negativ zn 
nehmen hat, je nachdem die Richtungen dieser Linien 
mit denen der in sie fallenden Axen üh^ereinstimmen, 
oder nicht- 

Bezieht man demnach ein System S von Kräften 
auf mehrere {einander gleiche) Axen^ und Jbannmen 
nach der AieAtung einer jeden dieser Axen eine 
Kraß wirken lassen von der Grösse, dass alle dien 
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neuen Kräfte einander dae ' Oleichgewiekt Aotfen^ so 
üt die Summe der Momente von S, Jedes Moment 
vorAer mit einein Coefßcienten multiplicirt^ welcher 
ier^ der Axe des Moments xugehörigetk^ Kraft pro- 
portional ist^ =0. 

Auf gleiche Art findet sich, wenn JIA^ die Resul- 
tante von Äir, CCy... ist: 

Aach fliesst dieses schon aus der vorhergehenden 
Formel, penn jslsdann sind jtji^ BV^... mit ein- 
ander im Gleichgewichte und daher 

A'A\A'A\^B«lBBr\^...^S^. 

Es ist aber A^A= — AA^ und [A'A\ = IAA% 
indem der eine Ansdruck, so gut wie der andere, das 
Mom^ dm Systems S in Bezug auf eine Axe vor- 
stellt, welche in der durch die zwei Punkte A und A', 
gezogenen Geraden enthalten ist; folglich u. s. w. 

Beispiele» 1) Hat man vier sich in einemr Punkte 
•ehneidende Az«a, so kann man immer ein Parallel- 
^^ednm eonetruiren, von welchem drei in d^m Punkte 
zQsammenstdssende Kanten und die dui'ch denselben 
Punkt gehende Diagonale in die .vier Axen zu liegen 
kommen, ypn vier Kräften aber, welche ihrer GrSsse 
and Richtung nach durch diese drei Kanten und die 
Diagonale vorgestellt werden, ist die Kraft in der Dia- 
gonale die Resultante der drei andern. Hiermit das 
vorige 'fheorem in Verbindung gebrächt, kcfmmen wir 
ftaf den Sat2 in f. 91. zurfick , der daher von dem vo- 
tigen nur eki besondrer Fall ist. 

2) bt ABCU fm ParaUeIo^;ramm> so md die 


168 


Bnter TbeÜ« Sechstel Kapitek 


fiir q^ und ebot so, wenn p ron CF nnd r/re^. in 
6 nnd g getroflFen wird, Og das Moment fiilr p. Es 
liegt aber 6 mit ^, 27, C, und g-mita,^, e in einer 
Ebene, weichet folgende noch kürzere Regel giebt : Man 
lege durch A^ B^ C eine Ebene und eine zweite durch 
0, £, Cy und wenn diese Ebenen die vierte Axe /iresp. 
in O und g sehneiden , so ist Og das für p gesuchte 
Moment. 

Sind daher von drei parallelen aber nicht in einer 
Ebene liegenden Axen die Momente einander gleich, 
so ist auch das Moment jeder vierten mit ihnen paral- 
lelen Axe von derselben Grösse, indem dann Jene zwei 
Ebenen eine parallele Lage haben. Sind aber die drei 
Momente ungleich, so schneiden sich dys zwei Ebenen, 
und wenn man durch ihre Durclischnittslinie eine Ebene a 
parallel mit den Axen Aa^... Ic^gt, so ist von jeder 
•mit Aa^*.m parallelen Axe das Moment dem Abstände 
der Axe von a proportional. Alte Axen, die parallel 
mit^a,,.. und in einer und derselben mit« parallelen 
Ebene enthalten sind, haben' daher einander gleiche 
Momente. Jede in a selbst fallende und mit ^a, ... 
parallele Axe hat ein Moment = 0. Der Nullpunkt der 
Ebene o ist daher unendlich entfernt und Hegt nach 
der durch die Parallelen ^a,... bestimmten Richtung. 
Die Ebene a ist folglich mit der Haupdinie des Systems 
paraUel (f. 87. 10.). 

#.96. 

Zusatz. Aus dem Satze des vorigen §., dass 
die Momente far Axen, die in einer Ebene liegen, 
sich wie die Abstände der Axen vom NnUpunkte der 
Ebene verhalteii, fliesst eine leichte Methode, um aw 
den Momenten^ dreier Axen in eitler Bb^ne, die airtt 
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alle drei mit einander paraUel sind ^ oder sioli in iDinkm 
Punkte schneiden, den Nullpunkt der Eben» und damit 
ds8 Moment für jede vierte Axe der fibene zu finden. 
Sej ABC (Fig. 90.) das von den Riohtungen der drei 
Axes gebildete Dreieck, (von welchem die* eine Ecke aneb 
unendlich entfernt seyn kann,) und die MiHnente^e- 
dieser nach BC^ CA^ AB gerichteten Axen seyeny^ 
g^ h. Man constmire ein zweites Dreieck AfBtO^ 
dessen Seiten Bf (?^ . • • mit den gleichnamigen BC^..m 
des erstem f parallel laufen und von BCy.. sich in 
Abständen befinden, die den Momenten/*, gj h pro- 
portional sind« Da hiemach die Abstände des Punktes 
Ä von CA und AB sich wie g zu h verhalten, und 
in demselben Verhältnisse die Abstände jedes andern 
Punktes der Linie AA!y und nur dieser, von CA und 
AB sind, so mnss jenem Satze zufolge der Nullpunkt 
der Ebene in AA!^ und aus ähnlichem Grande auch in 
BV und CC^ liegen. Die drei Geraden A^yBBy 
CC schneiden sich daher in einem Punkte iV^, im Null- 
punkte der Ebene, und das Moment für jede vierte 
Axe der Ebene verhält sich z. B. zu f^ wie 4er Abstand 
der vierten Axe von N zum Abstände der Axe BC 
▼on N. 

Beiläufig folgt hieraus der auch sonst schon be« 
kannte geometrische Satz, dass bei zwei ähnlichen und 
ähnlich liegenden Dreiecken die drei Geraden, welche 
die sich entsprechenden Ecken verbinden, sich in einem 
Punkte schneiden. 

— Die' Aufgabe, aus den Momenten dreier in einer 
ebene liegenden Axen das Moment fiir irgend eine 
vierte Axe der Ebene zu finden, kann auch mittelst 
mer der beiden Formeln in §• 94* 8* gdiöit werden, 
wie von selbst einlenchtet - ^ 
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• 
Kraft AUrdann tiad M^ IKTy • • • die (seohsfachm) Py- 
ramiden, welche diese eine Kraft S zur gemeinidiaft- 
liehen Kante und die der Längeneinheit glcicheBfflAxea 
an gegenfiberstehenden Kanten haben. Die Producte 
p Jf I p'ltty . • • sind folglich Pyramiden, die man erhUt, 
wenn man in den vorigen die mit den Azen zaBammen- 
fallenden Kanten resp; =^/'9 //,••., statt = 1, nimmt; 
folglich anoh die Momente von Kräften p^ p%***y iiA^ 
in den ftAxen wirisen, in Bezug auf eine in der Ridi- 
tung Ton S liegende Axe. Da nun die Summe dieser 
Momente für jede Lage yonS null sejn soll, so müssen 
Ae Kräfte p^ p^^^** einander das Gletchgewicht halten. 

Sind demnach mehrmte Axen im M^kiher Amaii 
sa^n uiBd in solekerJLage gegwn einander* voriandmi 

dass die Momente J!f, JHT, • • . J!f ^*''*^ ßir »—1 der- 
selben nach der Beschaffenheit des Systems ^ wekhes 
auf sie bexogen wirdj alle mögliehen Werthe hohm 

können^ das Moment M^ ' för die nte Axe ehsf 
durch jene it — *1 Momente bestimmf vfird^ so ist iis 
deshalb zwischen den n Momenten stattfindende Ohh 
ehung von der linearen Form: 

pM+p'M + .:.+p^''^^^ ilf<*"^>=a, 
und Kräßey welche die Richtungen der n Axen haben 

und sich wie die Coeffidenten p^ p\.i^p^^ ' ver* 
halten, sind mit einander im Olei^hgewickte. 

Sind folglich — - so IcSnnen wir hieraus noch schlie- 
ssen — die Momente fu|r irgend n — 1 Axen von eia- 
ander unabhängig ^ und lassen sieh fär die is— 1 Axen 
und eine iste kerne Kräfte angeben, welche, nadh ihnen 
wiricend, einander das Oleichgewicht hakesi^so istaucb 
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das Hömeot IBr die,itte Axe ron den Momenten tat 
die n *- 1 erdtern unabhängig. 

Dieselbe Folgerung gilt aber auch dann nooh, wenn 
die Momente fiir die n — 1 erstem Axen, oder für einige 
derselben, von einander , abhängig sind, sp dass zwi- 
schen ihnen eine oder auch etliche Gleichungen (a) statt 
findep. Denn gäbe es eine Gleichung (ß) zwischen dem 
Uten Momente und den übrigen, so könnte man aus 
iß) mittelst der Gleichungen (a) so viel der n — 1 erstern 
Momente eliminven, dass in (ß) ausser dem hieü Mo- 
mente nur solche zurückblieben, welche von einander 
unabhängig; wären, und es müssten dann Kräfte, nach 
den Axen dieser Momente wirkend, mit der Kraft in 
der nten Axe im Gleichgewichte seyn können, welches 
gegen die Voraussetzung streitet | überhaupt also: 

Je nachdem tick för die Aichtungen gegebener 
Axen Kräfte^ die im Gleichgewie^e mit einander 
rindy angeben lassen^ oder niehty findet auch zwischen 
den Momenten einet Systeme in Bexug auf dieee 
Axen Abhängigkeit^ oder foeine^ statt* 


f. Ö8. ♦ 

Nach den Ergebnisssen des vorigen §• ist die Un- 
tersuchung über die gegenseitige Abhängigkeit zwischen 
den Momenten eines Systems in Bezug auf gegebene 
Axen in jedem Falle auf die Beantwortung der Frage 
zurückgebracht: Welches muss die gegenseitige Lage 
emer gegebenen Anzahl gerader Linien seyn, wenn 
Kräfte sollen gefunden werden können , welche, nach 
diesen Lonien wirkend, einander das Gleichgewicht 
kalten t 

Wir gdien, nm diese schon an sich nicht unin- 


/ 
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Genfige leisten , und man kann daher zur voUstBadigen 
BesInnmoDg der 4 Constanten der &tea Richtung noeh 
zwei beliebige andere Gleiehungen zwisehen diesen Con- 
stanten hinzufiigen, wodurch z. B. die Bedingnog ans- 
gedrficlct wird, dass die 5te Richtung durch einen gege- 
benen Punkt M gehen, oder in einer gegebenen Ebene 
fi liegen soll. Hieraus fliesst die bestimmte Aufgabe: 
IL Zu vier gegebenen Richtungen Oy 6y e, i 
eine /unße e zu finden^ welche durch einen gegebenen 
Punkt M gehty oder in einer gegebenen Ebene C^ en^ 
halten isty dergestalt^ daee eich nach diesen finnf 
JUchtungen wirkende Kräfte angeben lassen^ wekht 
sieh das Oleichgewieht halten. 

3) Hat man ein System von 6 Kräften, so geht 
nach Elimination derselben aus (a) eine einzige Glei- 
chung {b) zwischen den Richtungen hervor« Hier koa- 
nen also 5 Richtungen beliebig gegeben Myn und für 
die 6te 3 Bedingungen nach l^lkühr genommen Ver- 
den, z. B. dass die 6te drei gegebene Gerade, oder 
einen gegebenen Punkt und eine gegebene Gerade 
treffen soll. Man hat daher die Aufgab^: 

UI. 2iu fünf gegebenen Richtungen a, by Cy d, 
e dine sechste f xu findeny welche in einer gegebenen 
Ebene fi liegt und darin einen gegebenen Punkt M 
trifft y dergestalt y dass sieh nach diesen sechs Rieb- 
tungen wirkende Kräfte u. s. w* 

4) Ist da» System aus 7 Kräften znsammengesetst) 
so lassen sich aus {a) je 5 derselben eliminiren, und 
man bekommt damit das Verhältniss je zweier Kräfte 
sn einander, ausgedrückt durch die Grössen, welche 
die Richtungen der 7 Kräfte bestimmen. 

Sind daher sieben Richtungen gegebeny so i^^ 
es im Allgemeinen immer möglichy Kräfte xußnden^ 
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velehe^ nach 4ie$€n MUekiungen wirkend^^eimmder 
doi Gleichgewicht hal^. Die Intensität einer dieser 
Krt^e kann nach f^Wkuhr bestimmt werden. 

Aehnlicherweise erhellet^ dass im Allgemeinen f&r 
%y % eto. gegebene Bichtungen sich Kräfte im Gleicb- 
gewiohte finden lassen,, und dass Ton diesen Kräften 
resp. 2, 3 9 etc» ihrer Intensität nach ivillkührlioh ge- 
nommen werden können. 

f 09. 

ZaBätze. . a. Von den drei im vorigen §• gestell- 
ten Aufgaben lässt sich die erste, ohne die allgememen 
Formeln {ci) zn Hülfe zu nehmen, auch folgendergestalt 
durch Construotion .losen. Zuerst sieht man leicht, dass 
jede Gerade ^r, welche die drei gegebenen Richtungen 
a, ^, e, zugleich schneidet, auch die vierte fif schnei- 
den muss. Denn heissen JP, (t^ Jtj S die nach a, d, c, d 
gerichteten Kräfte, so sind in Bezug auf ^, als Aze, 
die Momente von P, Q, iS einzeln null (§• 60«), mithin 
mass wegen des Cfleichgewichts zwischen P^ Q^ Ry 8 
auch das Moment von S ixa x null seyn; dieses ist 
aber nicht anders möglich, als wenn x der d begegnet. 

Halten sich daher vier Kräfte dm Gleichgewicht^ 
io trifft jede Gerade ^ welche die JUchtungen dreier 
der vier Kräfte schnUdet^ auch die Richtung der 
vierten. 

Es 'ist aber bekannt, dass, wenn eine Gerade x 
so fortbewegt wird, dass sie drei andere a, i, c fort- 
während schneidet, jede Gerade d% welche drei ver- 
schiedenen Lagen h^ i^ k der x begegnet, auch jede 
vierte Lage der x trifft, dass folglich die durch die 
Bewegung der x erzeugte Fläche^ — ein hyperbo- 
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lisohes Hyperboloid, ~ andi eatstdit, woui d an 
hy #9 k fortgefiilirt wird. ^ 

Man ziehe demnaeh drei Cerade A, t , k^ deren 
|ede die l^iditimgen a, b^ e sogleicli sohneidety und die 
Aufgabe ist darauf surQekgebradit: eine Gerade d so 
SU legen, dass sie die vier Geraden h^ iy ky l zugleich 
trifft. Dieses ist aber im AUgemeinen entweder auf 
doppelte Weise, oder gar nicht mSglichy je nachdem 
nämlich das durch die Bewegung Ton x oder d erzeugte 
Hyperboloid Ton der Geraden / entweder in zwei Punk. 
ten, oder gar nicht getroflPen wird. Im erstem Falle 
führe man die Gerade d 9Jk hyiy k so weit fort, bis 
sie durch den einen oder andern Schneidepunkt gebt 
und sie wird dann die Tcrlangte Lage haben. Im letz 
teren Falle aber ist die Losung der Aufgabe unmöglicb 

Nachdem somit die Richtung Ton dy wo möglicb 
bestimmt worden, hat es keine Schwierigkeit, die Ter 
liältnisse zwischen den Kräften Py 4ly Ry S noch aas 
zumittelo. Man lege die Kräfte parallel mit ihren be- 
kannten Richtungen a, by Cy d an einen und denselben 
Punkt. Weil dadurch das Gleichgewicht, das zwisoben 
ihnen bestehen soll, nicht gestört wird ($. 67. 2.), so 
muss jetzt die Resultante Ton P und Qy welche T heisse^ 
der Resultante Ton R und S gleich und direct entge- 
gengesetzt seyn. Die Richtung von T ergiebt sich hie^ 
mit als der Durchschnitt der Ebene, in welcher P und 
(0 liegen, mit der Ebene, in welcher R und S sind. 
Nach f. 28. a. kennt man damit die Verhältnisse zwi- 
schen Py Qy 7, SO wie zwischen Ry Sy — T, fdglicb 
auch die Verhältnisse zwischen Py Qy Ry 8 selbst 

b. Ohne bei der Lösnag der ziveiten und dritten 
Aufgabe zu rerweilen, will ich über diese Aufgaben 
nur folgende Bemerkungen hinzufügen. 
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Da doh bei Tier f^kgi^eoen Richtun^n ä^ 6^ c^ d 
zn jedem Punkte M eine dnrjoh ihn gehende ffinfte, so 
wie zu jed« Ebene fi ekpie |a ihr liegende fiäifte Rieh- 
tnng finden lässig so wird idurob alle fünften Riohfnngen) 
die sa y\ei gegebenen gefnnd«! werden können» der 
ganze Raum erl^ll^ jedeek so» das« sieh im AUgemei« 
Ben keine jzwei derselben sohnriden, oder« waa dasselbe 
ist, keine zwi$i in meif Ebene liegen, mdem es sonst 
für den DnrehsehnittspnBkt M zwei dnreh ihn gehende 
fünfte Richtungen # mid. #i gäbe, und damit auch jede 
andere durch M gehende mid m der Ebene Toa ^-nnd 
tf I liegende Gerade f einei fönfte Richtung sejn konnte« 
Smd nämlich Py QjJ^SyT Ejrafte, die, nach a, iyCy i/, # 
gerichtet, sich das Gleidigewidit halten, and sind die 
nach a, by Cy dy e^ geriehteteii Kräfte P^y Qty Riy S.y T^ 
ebenffüls im Qleiehgewiobte, so wurden auch die Kräfte 
P+Piy Q^Qif Jt+J^if S+S, mit der Resultante 
der nach ^ und e^ gerichteten JB^räfte T* nnd T^ im 
Gleichgewichte seyn» Weil es aber, sowohl b^ den 
erstem fiinf Kräften Py...T^ als bei dto liinf letzteni 
Pi...Tiy nnt auf ihr gegenieitiges Terbältniss im» 
kommt, so würde man das npoh willkfihrUche Yerhält- 
niss Toa 7 zu Ti so bestimmen können, dass die ge- 
dachte Resultante irgend eine durch JU gehende und 
in der Ebene von ^ und ^^ liegende Richtung/* hätte. 

Haben die vier gegebenen Richtungen eine solche 
Lage, dass sich zwei Gerade m und n angeben lassen, 
von deren jeder jede der Tier Richtungen geschnitten 
wird, so ist die einem Punkte JU zugehörige fiinfte 
Richtung e diejenige, welche durch ilf, die m nnd n zu- 
gleich schneidend, gelegt wird. Denn für m und ^ als 
Axen, ist das Moment jäder der nach a, 6y e, d wir- 
kenden Kräfte null. Bfithin muss auch das Moment 
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der nach e gerichteten Kraft in Bezog anf m eoivoU, 
als anf n^ nuU seyn« 

e. Sind fiinf Riohtnngen äy b^'e^ dy e gegebea, so 
dnd alle daraus herznleitefideä sechsten Richtungen /, 
•/i> •/29 • • «9 welche durcb^ einen nnd deniielben Pnnkt M 
gehen, in einer Ebene enthaüen. Denn gesetzt, es 
lägen f^ fx^ /t. aioht in einer Ebene*' Da nnn drei 
Kräfte, die nach drei sich in einem Punkte M sohnei- 
denden und nicht in einer (Ibene liegenden Richtungen 
wirken, immer in solchen Yerhältnissen zn einander* 
genommen werden können^ dass ihre durch M gdiende 
Resultante irgend eine beliebige Richtung hat, so wurde 
man nach ähnlichen Schlüssen, wie Torhin, Ton den 
fönf Richtungen «^•••^ zu allen durch M gehenden 
Rich^ngen überhaupl^ also auch zu allen durch M gehen- 
den und in der Ebene fi enthaltenen Richtungen, nioht 
bloss zu einer derselben, wie es die dritte Aufgabe 
fordert, gelangen können. Smd aber die sechsten Rioh- 
tnngen, welche den Punkt M treflPen, in einer Ebene v 
enthalten, so ist die in der Aufgabe geforderte Rich- 
tung der Durchschnitt der Ebenen /ti nnd y. 

* 

Auf ähnliche Weise zeigt sich, dass alle aus a,.,.^ 
herzuleitenden sechsten Richtungen, welche in einer 
nnd derselben Ebene ii liegen, sich in einem Punkte N 
dieser Ebene schneiden müssen, und dass die in der 
Aufgabe Tcrlangte Richtung die Gerade M.N ist. 

Bei einer solchen Lage der fünf Richtungen end- 
lich, bei welcher sie sämmüich von einer Geraden m 
geschnitten werdmi, wird jede aus ihnen herzuleitende 
Richtung tou its, als von einer der Axen, für welche 
das Moment der sechs Kräfte null ist, gleichfalls ge^ 
troffen. Die in diesem Falle gesuchte sechste Richtoog 
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ist daher die von M nach 'dem DtirdiBcbilitte toh ft 
und I» gezogene Gerade. 


^ » t <•» 


f. 10«, 


; »•» 


Dieselben Bedingon^Q) die wir.jBomit für die Rieh- 
langen Ton EjräftengefimdeA. haben ^ w^nii die .Kräfte 
sich das Gleich{;ewicbt «oUen halten können:^ ^ müssen 
nnn aach für die Richinn^ea- von Axen statt finden, 
wenn zmschen den Momentc^i ifg^d^ eines Systems in 
Bezug auf diese Axen eine Relation bestehen s«^, oder, 
was dasselbe ist, wenn das Moment fiir eine dieser 
Axen aus den Momenten 'für die übrigen* tSoH hergelei- 
tet werden k6nifen« Es findet daher ' 


\ • 


1. xwuchen den MamenUn einet Systems 4n Be^ 
%ug auf xwei Axen nur. dann eine Belßtipn etatty 
wenn lepUere in einer und dereelben Geraden liegen. 
tHe xwffi Momente sind dann einander gleiek und 
haben einerlei oder enigegengeeepUe ZeicAen^ nach' 
dem die Axen einerlei . oder . entgegenge^if^xte Ifieh^ 
tungen haben. 

2. Shoisehen den Momenten in Bexug auf drei 
Axeny f^denen Jbeme iswei in dieselbe Gerade fallen^ 
giebt es nur dann^ und dann immer j eine Relation^ 
wenn die drei Axen in einer Ebene liegen und eich 
darin entweder in einem Paukte eehneiden ($. M.V 
oder einam&ryMifrallel sind (f * ^. b.). 

3. S^td die Momente dreier Axen von einmider 
unabhängige so kann aus ihnen das Moment für jede 
vierte bestimmt Ußorden^ welche gegen die erstem drei 
eme solche Lage hatf 'dass jede Oeradcy fifdche 
erstere drei schneidet ^ aach\ der vierten Axe be* 
gegnet* 
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VoD deiiBl0m^tep,dfreifr AzeD, die in einer Ebene 
liegen, aber doh nicht in einem. Pnnkt^ schneiden, ist 
daher das Moment jeder vierten Axe in der Ebene ab- 
hängig ($• 96.), nnd aof .|lej| Momenten dreier AxeD, 
die sich in pinem Punkte schneiden, aber nicht b einer 
Ebene "liegdn^ kann das Moment für jede vierte den 
Punkt treffende Axe |s;efanden werden (f. 89. n. $. 91.). 
Wenn kerne von drei Axen die aridere 'schnefdet« so ist 
von iliren Momenten das Moment jeder vferten abhängig;, 
welche ^u den drei eirsterri' eine hjperboloidische Lage 
hat (|. 99. a.). 

ft. Jßei pier Aam^ die ruel^h^h jtfer wif He 
bexogenen Momente ^ffi Hnender .u^k^A^f^^ ^^f 
gieit es för Jeden PunJkt eine durch ihn gehende^ 
und ftar jede Ebene eihe in ihr UegeniSe^ Axe^ deren 
Moment aus den Momenten der mer erstem hestimnu 
werden kann (4. 99/^.). 

Wird jede der vier Axen von denselben zwei Ge- 
raden getroffen, so sind 'von ihneki alle diejenigen, und 
keine anderen,- abhängig, welche gletchfells von diesed 
Geraden geschnitten werden« 

& ^* ßmtf ven f u rn ier ffovihäng^fen Jsm 

gieit^ es för jeden Punkt «Am dmwh ihn. gehende 
Müeney und för jede &me. ewm i» ihr U^efiden 
Jhmkt dergßstak^ d^m ßfH *» Momen$e9^,för erstehe 
fömf Axen das M^meM ßje^ jede dseretf dm Fna^ 
gehende und in der JBtene mghMk emhakene Axe 
gefönden werden kmm <f« W» o^). 

Werden die fünf Axen von eiMV nnd deradbda 
Geraden geschnitten, so amd von ihn^ Alle, diejenigee, 
und k^ine mdwrfn^ ibhJliigig, Wileli^ di^Mer ebraden 
ebenfalls begegnen. 


/ 
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& jiu9 den Mmn09iien Jyr t^eh» 009^ euumder 
unaöAängige Axet» kmm da0 Mmneni für jede ne^ 
iente gefunden werden (f. 98. zu Ende). / 

§. 101. 

Zasat«. D« die Glrichang Mnachen deo von i»a- 
and^r abhängigen MomeDten Ton lineiyrer Form iai and 
darin kein Ton den MenieBten freies CHied verk^mint 
(§• 97.) so soUieasen mr nooh, daas wenn to» den 
»— :1 Momenten, wwane aieh ein »tes bestimmen läss^ 
jedes =:0 ist^ aueh das nte =sO seyn mnss. 

Sind also die Momente för 6 Ton einander imali* 
hftngige Axen einzeln ssO, so ist es anek das Moment 
jeder Tten^ ond es herrscht Gleidbgewiobt. Eben ee^ 
wie bei einem fijsteme .Ton EjAften in einer Ebene 
daraus, dass die Momente des Systems fiir 3 nicht in 
einer Geraden liegende Punkte der Ebene a=sO waren, 
£e Nullität des Moments fiir, jeden andern Punkt der 
Ebene, nnd somit das Gldchgewieht des Systems, sich 
folgern liess (f • 83, AJ% kann also bei emem System 
im Bamne auf die Nullität aller Momoate und somit 
auf das CäMohgemeht gesidilosseii werden j wenn maa 
weiss, dass för irgend ft Ton dnander unabhängige Axen 
die Momente einndn s=Or sind. «^ Dasselbe ergiejbt 
aidi ataeh ans dem aUgemdnen Ansdruoke finr das Moi- 
meiit eines Systeme im Räume (f ^ 65.)^: 
F(L^gC^kB) + O {M-^UL^fC) ^B(N^f$^gJ). 
D^m sehen dadurdi, dass man denselben für 6 ver«- 
sdiiedfflie Axen, also fiir ft vaeciiiedene Systeme au^ 
sammengekdriger Wertbe von >^ g*, iS, #*, &, By ndl 
setzt, gelangt man an den C Bedingungen des Gleich- 
gewiditsx ^»tOy . . . ilTasO. 

Wenn Hemer in Besug aaf 6 Ton dnander unab^ 
I^üttgige Axen die Hemente ebies nicht im CHeicbgewiehte 


'.j 


184 Bnte TML Swhitat KapiteK. 

befladlieheii SystenM rinzeln =0 sind, so «nd es anch 
die Momente aller andern, von erstwn fonf abhängige 
Axen, nioht aber das Moment einer Axe, welche tob 
Urnen unabhängig ist, indem sonst naeh dem Torher- 
gdienden das System im Oleiehgewiefate wäre, gegen 
die Yoraussetznng« Ans 5 von einander unabhängigen 
Axen, deren Momente ssO sind, lassen sieh daher alle 
fibrigen Axen, die ein Moment sssQ haben, finden. — 
Eben so, wie alle durch wien Punkt gehenden Axen, 
deren Momente null sind, in einer Ebime liegen (^ 8t.), 
müssen daher auch alle in einem Punkte zusammen- 
treffenden Axeu äbefhaupt, deren Momente aus den 
Moipenten für 5 Ton einander unabhängige Axen ge- 
funden werden können, in einer Ebene enthalten seyn, 

n. s. w. (VergL tw. §.) 

i 

i. 102. 

Die Bedingungen unter denen sidi ffir 4, 5 oder 6 
Riehtungen Kräfte finden lassen, die mit einander im 
Oleiebgewiohteund, so wie die YeihfUtaisse Ewisehen des 
sieh das Gleiel%ewioht haltenden Kräfiten selbst, köanen 
ausser' den im Obigen angezeigten Yerfiahrungswäsen, 
4meh auf eine andere Art hergeleitet werden, iie sidi 
uniiiittelbar auf den das Gleiehgewieht im Räume be- 
treffenden Hauptsatz (§4.58.) gründet und wegen der 
Bmfaohheit, mit weloher sie die gesuehten Resultate 
liefert, eme nähere Anaeige verffient Es wird hin- 
reiohen, wenn ich diese Methode an dem Falle erläu- 
tere, wMu das System nur ans vier Kräften besteht 

Sejen daher P, ^ M^ S vier Kräfte, zwischen 
denen Gleichgewicht herrschen soll. SUUt man diese 
Kräfte durch Linien dar, beiBeiohnet dnrdi x ir- 
gend eine andere Linie von bestimmter Länge, und 
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drfiekt durch P^r u. s. w. die Pyramideii aas, ^elcl^e 
P und a; u. s. w. zii gegenttberliegendea Kanten haben, 
so ist jenem Hauptsatze zufolge s 

(i) ... Pa?+it^+Ms+Sa?=s% 
welches such die Lage und Länge von of seyn mag. 

Man nehme nun in den Richtungen Ton Fy Q^ Ry 8 
Abschnitte a,£,c,df von beliebiger Länge, so ist (§• 91. 1) 


n 

Pxs=^. aXj etc. wo ax die dordi die Geraden a und x 
bestimmte Pyramide vorstellt, und ea idrd die vorige 
Gleichung, wenn man noch der Kürze wittep 

'^. P 4t B S 

C2)...~=/,,y=5r,^=r,^=f 

setzts (3) ..\p.ax+q. ix+r. ex+s. dxs^O, 
Man lasse Jetzt die nocih anbestimniite Gerade s 
nach und nach .mit a, i^Oy d identis«di werden, so er- 
hält man, weil die Pyramiden oo, bb WBÜk aind, und 
a&=s^, u. g. w. ist (f. 72. zu Ende.); 

^. ab-\-r. ac«4^#. adsB% . 

]/?. ac'^-f. bc-^s. ctffsrC^ ' 
p. ad+f. bd+r. edssO, 
vier Gleichungen, welche #p; gesuchten Bedingungen 
des Gleichgewichts enthaiteni, müssen. 

Eliminirt man r und s das einemal aus den drei 
letzten dieser Gleichungen und das anderemal ans »der 
ersten, dritten und vierten, so kommt: ' 

(5) ... p. {ab. ed-^ac, bd^^ad. be) sprSjr. 8e. bd 

(6) ... ip. ac. ad:=f' (i^. cd'-^ac. bd'^äd. bc) 
und wenn hieraus noch d^s Yerhältniss piy eKininirt 
Wird: 

(7) ••• {ab. cd^ae. bd^^ad. £c)'=34! ac^ bd. gd. bo^ 
welches die Bedingungsgleichung für die gegimseitige 
Lage der vier Richtungen ist. Nadi dem bereits in 
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^« M. GeAihidenen lamn sie daher mchte antees, als 
die lijperbokMdiMlie Lage dieser RiohtimgeD aasdruoken. 
Aneh lässt sieh dies nnter der Yoraossetzang, daas es 
zwei Gerade t imd ^ giebt, deren jede jeder der vier 
Riehtongen sagteich Itegegoet (eiiendas.) felgsoderge^ 
stak leieht darthun. 

Sidminde die eine dieser Geraden t die Riobtilogeii, 
in denen die Absehnitte u^bj e^ d liegen^ resp, ia J, 
ü; C^ Dt (Fig. 3i.)» «»d #0 andere Gerade ^ resp. in 
A\ R^ Cy jy. Man nelime ferner die noch nnbeBtinunt 
gelassenen Abschnitte a^ by c^ d resp. =sAJ^j BB^ 
Cüy DJOt. Hiermit werden die Pyramiden ab=tAI 
BBr^^AaA'BTy ic^^MCBCy etc. Nach |. 59. 
Kns. ist aber das 8eohsfisehe der Pyraand^ ÄMV 
aoAB^Hf. mmk'ffy wo u den ^iiizeslen Abstand dar 
beiden Geiiadan AB nmä AfB^y oder t nnd l^y toh 
einander, nnd 9 den Winkel von i^ mit r bezeidiiiet 
Die Pyramiden bA^ bcy^^. mefA^ da)i^ proportioDal 
den Produkten AB.jXVy BC.BfCy... Snbstitairt man 
diese Veriiältnisswerthe i^ der Gleiehang (7) und setzt 
noch 2ur Abkürzung: 

AB/€D=fy AC.BD^s^y AD.BO^kj 
A^ff. CD'^fy Ara.BfV^^y A'JDr. »C^hy 

80 wird ^io Gleichung: 

W^l ^er ^»v By Cy D \ji ein^r Geraden liegen, 
so ist, wie mun leioU findet: 

/ \ iJf^^g'^^ ^ ims ähviUGhwi Grande 

Biemür sedueirt siefa die Gleiebaag aaf : (^^'--^7^)' =0, 
aise: 

<^) •«• gik^ss^ih'y d« i« 
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welohen die Lbiei^^l 4a«. 4»W(»lPfl) m jt? saA 4A9k>m^ 
deremal ia H gesohnitten wä, ist, dem eben so durch 
die Punkte A\ R^ C\ i9^'b^8tiii^mten Verhältnisse gleich. 
Wm ludLauBt^viisr'dieaabev das ebarakteristisehi) Merk- 
■mi^* Imi wolbhebi aosMr t oad-^ «wh Jeie ^tt9'4». 
iaM^^viAsäx^ iieieitf d!ßr Mer G«rade& i^^ B»y CC^ 
4My^ l^egÄgroiV ««Woh die ivi^ita teift^"). • 

Hßltrist dv AtndWtte AB^SCy^i A^By,,.^ 1m«m 
sieb aiieh die Y^ndiUlvisse sirfsohett d^n tKraftew» «ii» 
«tefiMh da wi s li e a; ^* <3ebt maa irifaiffi^ neoh' t '^ '^ ^ 

so ^eht ifie dlisio^uäg (5) fiber^lti: [' 




'j '•■•»•«i ......1. ' ••' 


mf . . ♦■ 


Wftd ypifoi^ mKP 4f^ri^ «fOr/, /f, 4ju)a (0) u^>d.(4) i^^ 

= — 2^:^?gj^ nach (c) 

sicli die .Vei*\fttoiii^;:awche wtf dejr, übrigen 

Zuglfsiob fol^t hieraiis, d^eif^^^ffW die Pqnkte x^ 
JB!,. C^ H in der genannten Ordnung in der Gefilden 
t auf eUi^d^r folgep: . und mithm afiob Jt^ ir, tf^ MJt 
die Folge der Punkte in der C^^riiden ^ ist/ und w6nn 


- 'x» 


*) YergL Steiner Syttemat BiitwHlLel;>psg« , 118 
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Pnaoh dar Kd^^^jL^ v/iAk, 4 <}ie Kohtnne; -M, 
d* i. ^J?, hat. Anf* ebte die Wdsa" zeigt ridi, da« 
uMk •AiMAheaWirtillitaiHtttagen V& Äe lUohtaag n 
JtwiA'irB ^tr'Atimüt tön Ü^ IM. 
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;Za<^&ts4« 4i^ Biloht je drei Kx8fteJi8iuiaiiiiif eine 
eiteigelbraft «edMirt «rbniea, abojAoeb tdbbft mit eü« 
eiptig^tt Kraft insifibidigewiflht fl^knolil veyden. M 
daher Ton den Biehtopcpea ibr.iamtJSxSfi» P^OfR^ii 
welohb .im , OleJobgeiriehle aeyn eilhm^ : ii|send dreii z.B. 
ÜBvm P^ Qy M9 wUlkihrlioh f^^^^ so konfienoidt 
auch jP» 6« i{.Mlbirt.4(iMh* Beliebig geieMWMin irtod«) 
und es musB fplglieh »risdien /V ^^ Jfßi den Grössen, 
welche die gegenseitjijfe Lage .der,. Riqlityngen ^^ 
drri Kräfte beatipmep^. eipe RÖlatjon statt findeiL 
Diese Relation örgiebf sieh ebenjfallii ganz leicht aof 
defi Vi^F Gleicbunj^n (4). Detiij' iiiultlj[didrt bänt 
der Reihe nach mit p^ ^^ r, # und zieht hierauf tos 
der Summe der drei ersten die üerte ab, so kommt 

und mit Zuziehung yovC (2) : . "^ ' 

P. «• —A + P»^ + «-i« 5^ ==«^ 

welches die gesodite* Glelchang ist. Sie drSdtt aiii| 
diu« W^ äomm« dUr 9M JPynwtfdeD; wel^^e Pirna 4! 
Pmä RiQ mi » sQ segenfibeorfiegenden S«tcn I* 


ben. null ist. Dran so •mß—.ab die PjtiemUde danteffii 

• • « II . . »• . 


deren gegenüberliegende Seiten me Lbie P, wdcbe a 
a föUtj'ond b sind,' so drQekt -• % äi «iie ' Pyraniili 
aus^ die zu gegenüberliegenden Seiten i^ei linies M 
welche in a und b fallen, und deren Längen res^ 

PqQd*^ sind, Qe Sa.Wi . ; ^ 
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6. Anf eine andere üVene. Jid». vorhin: .geAobab» 
lassen sich die Verhältnisse swisohen den üet Eüräfteii 
folgendergestalt dfursteUen.. BI^ mi^ll^jKcire m^demm. 
die Gleichungen (4) in ihrer Folge mit p^ f^ ry # nnjft 
ziehe dann Ton der Summe jß ^^piep die Summe der 
beiden andern fibjdies.giebt: :, 

p.9. adssf.r».,6c*)^ 

und wenn man je zwei dieser^rdrei: Qleiehungen mit 
einander muItiplioii;t:. 

p^. ac. adzssg^.ie. td^ 

p^. ab. ad:=sr^. 6c, cdy 

p^. ab. ao=k^. bd. cdy 

' ... 

folglich •..••/9:^:r:«=s 

\fbc^bd. cdi '^yac. ad. cd : }fgh., ad. bd\ — }/ßh. ac. bcy 

1VO nor noch -, pr^.fiir /»^ gy*..w(k setTsen sind^ nnd 

wo die Vorzeichen so gewählt sind, wie sie statt iBnden 
müssen 9 wenn a^ by Cy d die Ordnung ist| in welcher 
diese Lioien Ton einer sie alle zugleich schneidenden 
Geraden getroflFen werden, 

Substituirt man diese Verhältnisswerthe von Py^»»»* 
in einer der Gleichungen (4), so ergiebt sich: 

f/oÄTcrf — f^ac. bd + ^ad. bc =3», 

welches die Bedingungsgleiohung fär die hyperboloidt- 
sche Lage der Vier Geraden €^ by e^d ist, die, wenn 


*) Nticb depn Torhin Bemerktea iind diese did Glelöhnngen iden« 
ttech mit: PQ^^RS^ PR^wmQS^ PS^^QR, and stellen daher den schon 
in §,72. c gefbndenen, Ton Ghasles entdeckten, Satz dar« Aach ist 
die Sddossfolge, dorch wdcbe wir gegenwärtig za diesem Saftze ge- 
langt sind, Ton der dortigeD nicht wesentlich Tenchieden* 
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MlkiSinalgtmictd^in^ tadit der teirelis er halteneB (7), 

wiis geliöHgy znsammenfallt. 

e. Dnrcli SnbsfitQtioii derselbeii Iferthe von ;?, y, f , * 

In (3) eifiäk ihad 'haohstebendeii geometrischen Satz: 
Shkd Oy bj c, d Tier Gerade von beliebigen Lan- 
gen und 80 gelegen, dass jede andere Gerade, vri- 
che drei derselben sehneidet, ' noch die vierte trffi, 
so findet zwischen den Pyramidm axj hxy cx^ dx^ 
welche eine beliebige fünfte Gerade x zor gemein' 
«chaflüehen Kante nüd n, 6y Cj d zu gegennberli^ 
genden Kanten haben, immer eme lineare Relation 
statt. Es ist nämlich t . 

]/bc. bd. cd. ax — \^ac. äd. cd. bx + \ab.adM* c* 

— }/fiA. ac. bc. d[r=Ö. 

d. Heissen JT, L^ ilf, iJT die Momente irgend eioei 


Systemd in Bezug anf vier Axen, welche resp. in h 
liyperboleidisch g#togenen Limen «, by c, d fidlen, » 
bekommt man £e Relation zwischen diesen MomeoM 
wenn man in letzterer Gleichung für ax^ bx^ ex^b 
resp« a.Ky b.L^ c^My d^N setzt» 
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Siebenten Kapitel 

Ton den Mittelpunkten der Kräfte 

» ' 

§• 104. 

Bei allen bifllierigen Untersuchungen über System 
von Krauten, die aaf einen frei . beweglichen feste 
Körper wirlcen^ zogen wir bloss die Intensitäten oa 
die Richtungen der Kräfte in Betradiit, liedsen 
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die Angrifipimkte ^ oder die Punkte der iUclitiiilgeii, 
auf welohe die Kr&fte simädrfit ihre Wirkug ttneserteo, 
unberfidKsichtigt, iDdem nach §• 14. tf • rate Kraft ohne 
Aendemog ihrer Wiriraog auf jeden Pnnkt ihrer Ridi- 
tiing verlegt werden konnte. In den nooh folgenden 
Kapitdn dieses ersten ^heils der Statik Werden aber 
die Angriffspunkte der Kräfte stets mit in Rflcksicht 
genommen werden« Wir werden uns nämlich vorstellen, 
dass die Lage des frei beweglichen festen KSrpers, 
odef, was dasselbe ist: die Lage des frei beweglichen 
Systems der in mtveränderlichen Entfemnngen von ein- 
ander stehenden Angriffspunkte, auf irgend eine Weise 
geändert werde, während die Kräfte mit unveränder- 
ter Intensität und nach Riohtnngen, die ihren anfang- 
lichen parallel sind, anf die Angriffspunkte zu wirken 
fortfahren. Wir werden sodann untersuchen, ob und 
inwiefern durch diese Aenderung der Lage des KSrpers 
die Whrkung der Kräfte sich ändert. 

Hallen die Kräfte anfänglich eine einfache Resul- 
tante, und findet es sich, dass bei jeder beliebigen 
Aenderung der Lage des Kdrpers die auf die anfäng- 
Kchen Angriffspunkte parallel mit ihren anfänglichen 
Richtungen fortwirkenden Kräfte sich immer auf «ine 
einfache Kjraft reduciren lassen, und dass die Richtung 
dieser Resultante fortwährend einem und demselben 
Punkte def Körpers, oder allgemeiner: einem Punkte,^ 
welcher gegen die Angriffspunkte eine unveränderliche 
Lage hat, begegnet, so soll dieser Punkt der Mittel- 
punkt der Kräfte heissen. Bringt man an ihm eine 
tier Resultante gleiche aber entgegengesetzte Kraft an, 
Bo erfo^ Gleichgewicht, das auch bei beliebter Ver- 
änderung der Lage des Körpers fortdauern wird. Eben 
80 wird^ dleichgewicht entstehen, wwn man den Mittel« 
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f. 108. 

ZQBätze und Folgemngeii« a. Eben so, wie 
der Mittelpunkt zweier parallelen Ejräfte mit ihren Ao- 
griffspunkten in gerader Linie liegt, so ist ancb» wenn 
die Angriffsponkte dreier oder mehrerer parallelen 
Kräfte in einer Geraden sind» der Blittelpunkt der 
Kräfte nnmer in dieser Geraden enthalten. Gleieher- 
weise ist von vier oder mebrem parallelen Kräften, dereü 
Angriffspunkte in eine Ebene falten, der AGttelpuakt 
in derselben Ebene befindlioh. 

6. Die Folge, in welcher man die Kräfte zur Be- 
stimmung ihres Mittelpunktes nach und nadi berück- 
sichtigt, ist willkührlich. Denn lUMinte bei einer andern 
Folge ein anderer Mittelpunkt gefunden werden, so 
mfisste bei jeder Lageänderung des Körpers die den 
Kräften stets parallele und den einen Mittelpunkt tref- 
fende Resultante immer auch dem andern begegnen, 
welches nicht möglich ist« 

Statt daher bei drei parallelen Kräften Py $, A) 
welche auf die Punkte jiy B^ C wirken, zuerst die 
Linie ^jffin H nach dem Verhältnisse AH.lIB=(l.f 
zu theilen, kann man auch damit anfangen^ dass man 
den in BC liegenden Mittelpunkt P der Kräfte ^ and B, 
durch die Proportion BP\ PC ^=iRiQ, bestimmt. Der 
Punkt der Linie AP^ welcher sie in dem Verhältnisse 
It+QiP theilt, muss dann ebenfalls der Mitteiponkt 
/ aller drei Kräfte sejn. Die Linien AP und CB 
werden sich daher in / schneiden, und wenn man noch 
€A in G nach dem Verhältnisse CG: GA=P:B tbeill, 
80 wird die Gerade GB gleichfiEdls durch / gehen. 

Auf gleiche Art erhellet, dass, wenn man bei vier 
parallelen Kräften jede der sechs Kanten ABy BCy>* 
der Pyramide ABCD^ von welcher tlie Angriffspunkte 
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de? Kräfte die Eck^D eind, ia dem mngek^rten Ve^- 
hältnisse äer anf die Enden der Kante «wirkenden Kräfte 
^esp. in ff^ JP9 • • • dieilt, jede der sechs duroh eUie 
Kante und den in der gegenüberKegenden Kante be- 
findUohen Tfaeilpunkt gelegten Ebenen^ wie CiM7, 
jiDF^ etc. den Mittelpunkt K der vier Kräfte enthält^ 
und dasa sich daher alle sedis Ebenen in diesem 
Punkte sehneiden» , . • 

e. Es verhalten sich P: Q=£fBiAff 
= die Dreiecke HBC'.AßC=BBI.AHI, 
folglich ^BBC—HBI'.AHC—AHit 
d. i. P.Q = lBCtJCA^ 
and eben so Q,'.R = ICAiJAB^ d. h. 

Der Mittelpunkt dreier parallelen Kräfte Hegt 
in der -Ebene der Angrifftpunkte eOy dae» jede* der 
drei Dreiecke^ weiche der Mittelpunkt mit xwei An- 
griffspunkten bildet y der atif den dritten Angriff*' 
punkt wirkenden Kritft proportional ist. 

Bei den vier parallelen Kräften , i\ ., iS Teriildtep 
noh ,' ' 

P:€: iS » die Dreiecke JBCx ICA x lAB 

:^ die Pyramiden JDBC : WCAiWAlf 
= - .. - IKBC'.JKCAiJKAB 
folglich :^inBC^/KBC: eto, 

d. L =±KDBC'. KBCA'.KDABfmi eben so 
Q'.M-.S ^^KACD'.KADBiKABCy 
|SoIgIiohP:«:iSr><Sr=» 

KBCD'. — KCDAtiU)ABi-^KABCy 

(vergl. f . 63, I.) d. h. 

Bei einem Systeme von vier paraKelen Kräften 
ist jede Kräfte abgesehim vom Zeichen^ der Pjfra- 
mide proportional y welche der Mittelpunkt des jSy- 

13* 
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sWns wiit den Angriff9punkten der drei 
Sraße bildet. 

Cebrigens ist die Resultante der rorigen drei Kräfte 
dem Dreiecke ABCy und die Resultante dieser Tier 
Kräfte der Pjraniide ABCD^ aus den Angriffiipnnkten 
selbst gebildet, proportionaL 

d. Sind die Kräfte F^Q^AyS einander gleicb and 
Ton einerlei^ nicht entgegengesetzter , lUcfatong, so ist 
vermöge der Proportionen im vorigen §•: Bff=HJj 
CI=2. Iff, DK=3. Kly also auch CH^Z. IH und 
J}ls=s4i.Kfi woraus ulr die Folgerung ziehen: 

Der Mittelpunkt zweier einander gleichen und 
parallelen Kräfte ist der Mittelpunkt der ihre^ Aih- 
griff Mpunkte verbindenden^ Ldnie. — - Ven drei ein- 
ander gleichen und parallelen Kräften liegt der 
Mittelpunkts in dem Dreieck ihrer Angriffspunkte 
sOy dase er von jeder Seite des Dreiecke^ diese Seite 
als Basis genonunen^ um den dritten Theil der Höhe 
entfernt ist. — - Bei vier sich gleichen und parallelen 
Kräften ist der Mittelpunkt von jeder Seitenfläche 
der Pyramide der Angriffspunkte y wenn man diese 
Fläche als Basis betrachtet^ um den vierten Theil 
der Höhe der Pyramide entfernt. 

Unter derselben Voraussetzung, dass P:=zQ:=B=S 
ist, geben die in ^. erhaltenen Proportionen folgen- 
den Satz: 

JEbensOy wie der Mittelpunkt zweier sich gleichen 
und parallelen Kräfte die Zanie zwischen ihren An- 
griffspunkten halbirty so wird durch den Mittelpunkt 
drei solcher Gräfte das Dreieck der Angriffspunkte 
in drei einander gleiche Dreiecke^ und durch den 
Mittelpunkt vier solcher Kräfte die Pyramide der 
Angriffspunkte in vier gleiche Pyramiden getheilt. 
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^. Die ia §• 105 gegebene Methode 9 am den Mit* 
telpunkt eine« Systems paralleler Kräfte zu finden, 
Iftsst sieh auch so abändern , dass man znerst das Sy- 
stem in zwei oder mehrere Systeme zerlegt^ und von 
Jedem dieser Systeme besonders die Resultante und 
den Mittelpunkt bestimmt Dia Kräfte des ganzen Sy- 
stems sind alsdann, auoh bei jeäer beliebigen Ortsver- 
änderung des Körpers, gleich wirkend mit diesen eben- 
falls einander parallelen Resultanten, welche die ge- 
fundenen Mittelpunkte resp. zu Angriflbpunkten haben; 
und man wird daher den Mittelpunkt des ganzen Sy-' 
stems erhalten, wenn man von den Resultanten der 
einzelnen Systeme und ihren Mittelpunkten, als Angriffs- 
punkten, den Mittelpunkt sucht. 

So kann z« B. von. vier einander gleichen und 
parallelen, auf A^..D wirkenden Kräften P, . « jS» 
(Fig. 32.) der Mittelpunkt K auch so gefunden werden, 
dass man zuerst die Linien AB und CD in H und h 
halbirt, worauf K der Mittelpunkt der Linie HL seyn 
wird. Denn J7und L sind die den Resultanten von P, Q, 
und iZ, S zugehörigen Mittelpunkte, mithin u. s. w. Es 
folgt hieraus noch^ dass die drei Geraden, welche die 
Mittelpunkte je zweieir gegeniiberstehender Kanten 
einer dreiseitigen Pyramide verbinden, sich in einem 
Punkte schneiden und dasdbst dnander halbiren. ^ • ^ 
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Bei den im Torhergehenden betrachteten Systemen 
paralleler Kräfte ist Immor vorausgesetzt wurden, dass 
die Kräfte eine Resultante haben ^ und folglich ihre 
Summe nicht =rO ist. Sey jetzt die Summe der Kräfte 
stfO, Man zerlege das System in zwei Gruppen , bei 
dereo keiner die Summe der mgehorigcn Kräfte =x:Oy 
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und vas| wenn das Sytteat ans mebr al« swei E^raften 
besteht, unmer auf mehrfache Art mSglidi ist Die 
Samine derxKrSfte der eineo Cin^e sey aesJC, abe 
die der andern s:3-*X; Ton der eretem Grappe aejr 
Mf Ten, der letztem JV der Miftelpnnkt Akdaaa kt 
fiir jede Lage des Korpers das Sjstepi der Kräfte 
gleich wirkend mit eiaem Paare » dessen Kräfte X und 
—X die Angriffspunkte M und IV haben. Das Mement 
dieses Paares ist dem Prodvet aas X in den Abstand des 
einen der beiden Pnnkte MuaiJV von einer duroh den 
andern mit ded Kräften gelegten Parallele glefob| alie 
Tcn einer Lage des Körpers aar andern YeräaderHoh. 
Bri einer solohen Lage^ wo die Gerade, wdehe M 
mit IV rerbindet, parallel mit den Kräften wird, — * und 
Siedler Lagen giebt es zwei*, einander gerade entge- 
gengesetzte, — ist das Moment des Paares .=»0, und 
es herrsohtGleiehgewicht; und wie man dann auoh dl» 
System in zwei Gruppen zertheilt, wird imm^ der 
Mittelpunkt der einen mit dem ider andern, also auch 
der Angriffspunkt jeder einzelnen Kraft mit dem Mit* 
telpunkte der fedesmal übrigen, in einer mit den Kräf- 
ten parallen Geraden li^en. 

Finden sieh üe beiden Mittelpunkte Jf und IV iden* 
liseh, so sind bei jeder Lage des Körpers die Kräfte 
im i Gleichgewicht» Es muss folglich auch bei jeder 
andern Zerlegung eines solchen Systems in 2wei Grup- 
pen der Mittelpunkt der einen Gruppe mit dem der 
andern zusammenfallen, so wie der Angriffspunkt jeder 
einzelnen Kraft der Mittelpunkt der fedesmal äbrigen 
. seyn. Um ein System fieser Art zn erhalten, darf man 
nur zu einem Systeme paralleler Kräfte, welches einen 
Mittelpunkt hat, eine neue dar Resultante des Systems 
gleiche, aber entgegengesetzte Kraft hinzufugen. 


Ton den MktelpunkteB d«r Kt9t^ 199 

f. 108. 

Alle die bisher auf syhthetisehem Wege erhaltenen 
Resultate lassen sich auch sehr leicht analytisch her« 
leiten. Seyen von den Kräften P, P^, . • «^ auf ein Sy- 
stem dreier Coordioateuaxen bezogen, die Angriffs- 
punkte resp. (;r, y, x), (^, 5/, »O» etc^ i^n ^n «1) 
irgend ein Punkt der Resultante, und a, 6y c die Pro- 
jectionen einer mit den Kräften parallel laufenden Linie 
auf die drei Axen. Alsdann sind, wenn man noch ^ 

(1)... 'Ypr=%y'^p-—n^-Ypr'=K^eM: 

(2) S— ^. _T?-^yi _ C--^i 


% • • 


a b c 

die Gleichungen der Resultante (§• 73.) 

Die Resultante trifft daher den Punkt, dessen 
Coordinaten $, ri^ ^ sind; und da vermöge (1) dieäe 
Coordinaten blos9 von den Intensitäten der Kräfte und den 
Coordinaten der Angriffspunkte, nicht aber von a, £, e^ 
abhängen I so geht bei unveränderlich bleibenden In-« 
tensitäteo und Angriffspunkten die Resultante immec 
durch denselben Punkte ivie auch die gegenseitige Lage 
des Systems der Angriffspunkte und der Richtungen 
der parallelen Kräfte sich ändern mag. ($, ^, Q ist folg- 
lich der Mittelpunkt der Kräfte. 

i. 109. 

Feig «ras ff en. u. ,Aus den Formeln (1) fliesst 
noeh eine sebr eiofadie Methode zur Bestimmung de» 
Mittelpunkts. Es wird nämlich nach ihnen der- Abstand 
des Mittelpunkts von einer beliebig gelegten Ebene 
geftraden, wenn man die Krftfte in die Abstände ihrer 
resp. AngriffspunktCi von dieser Ebene moltipliciit und 
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die Summe dieser Prodiiete dmroh die Samme der Kräfte 
dividirt Hat man aaf diese Weise die Abstände des 
Mittelpunicts von drei sieh in einem t^nnkte seimeiden- 
den Ebenen bestimmt^ so ist damit der Mittelpunkt 
selbst gefanden. 

b^ Die Summe der Produote ans den Kräften in 
die Abstände ihrer Angriffspunkte ron irgepd einer 
dureh den Mittelpunkt selbst gelegten Ebene ist daher 
immer =0. 

e. Sind die Kräfte insgesammt einander gleieh und 
nach einerlei Seite geriohtet» so ist der Abstand ihres 
Mtttelpnnkts von einer beliebigen Ebene gleieh der 
Summe der Abstände ihrer Angriffspunkte von der- 
selben Ebene^ dividirt durch £e Anzahl der Kräfte, 
also gleich dem arithmetisehen Mittel letzterer Ab- 
stände. 

d. liegen die Angriffspunkte sämmtliober Kräfte 
P^ P^j » • . in einer Ebene und nimmt man dieselbe zur 
Ebene der x^y^ so sind jc^s^, . • .ssO, folglich auch SxP 
und ^=0, also der Mittelpunkt in derselben Ebene 
enthalten. Befinden sich aber die Angriffspunkte ins- 
gesamn6t in einer Geraden, in der Axe der x zum Bei- 
spiel, so werden auf gleiche Weise 17 und C=^> lu^d 
der Mittelpunl^t ist ebenfalls in dieser Geraden be« 
griffen« 

e. Bringt man im Hittelpunkte (S, 17, Q eines Sy- 
stems paralleler Kräfte P, P^ . • • eine neue ihrer Re- 
sultante gleiche, aber entgegengesetzte Kraft ss^— 2/* 
mi, so erhält man ein System, das bei jeder Lage dei 
Körpers« im Gleichgewichte bleibt« Da man nun Te^ 
möge der Gleidiutigen (1), SxP+1^ ir^^P) =»0, u. s. w. 
hBiy so ist bei einem solchen Systeme die obige Summe 
der Producte für jede beliebige Ebene =ssO. 
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Vom, Sobwerponkte. 

f. 110. 

Die Lehre vom Mittelpunkte paralleler Kräfte ge- 
mmt dadnroh noch ein besonderes Intetesse, dass anf 
fdld Theilehen der auf der OberMäohe unserer Erde 
beGndliohen Körper fortwährend Kräfte wirkra, deren 
RiobtuDgen Tertical, d.L reohtwinklich auf der Ober- 
fläobe der Erde sind, und die daher bei einem und 
demselben Körper^ so wie bei mehreren Körpern^ deren 
Dimensionen und geg^iseitige Entfernungen gegen den 
DmH^hmesser der Erde unbedeutend sind, als einander 
iparallel angesehen, werden können* JDer Mittelpunkt 
aller dieser auf einen Körper wirkenden Kräfte heisst 
derSchwerpun^t, und ihre Resultate dasGewicht 
des Körpers. Indem man uch £ese Kräfte als Thmle 
einer einzigen sich über alle Theile der Körper ver- 
breitMiden Kraft denkt, nennt man letztere die Schwer- 
kraft 

Die Einwirkung der Schwerkiraft auf einen Körper, 
oder das Gewioht desselben, bleibt an einem und dem- 
selben Orte für alle Zeiten unverändert und ändert sich 
auch von einem Orte an oder nahe bei der Oberfläche 
der Erde zum andern nur wenig, mdem es von einem 
Puikte des Aequators bis zu dem einen und andern 

Pole nur um ^gj Zunimmt, und bei verticaler Erhebung 

des Körpers im umgekehrten Verhältnisse des Quadrats 
seiner Entfernung vom Mittelpunkte der Erde abnimmt. 
Ceberhaupt bleibt das Yerhältniss zwischen den Ge» 
wiohten zweier Körper, die sich an einem und demsel- 
ben Orte der Erde befinden, das nämliche, wenn sie 
beide an eineii und denselben andern Ort gebracht 
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werden. I>ie9e8 von den Orte, wo aioh die Korper 
zugleioh befinden^ nnaUiäiigige Yeriiältuiss ihrer Ge- 
wichte ist einerlei mit dem, welches man das Yerbält- 
Ulis ihrer Massen DeaDt, mid man kann daher aacb 
sagen: die auf jed«i Theil eines Körpers wirkende 
Sohw«rluraft sej der Masse des Tfadk proportional 

Wenn je zwei Theile eines Körpers, die dem In* 
lialte nach einander gleiob sind, auch gleiche IMassen 
kaben, so wird der Körper gleiohförmig dicht ge* 
sannt Von zwei gleichförmig dichten Körpern heisst 
die Dichtigkeit des einen das «ifacihe der Dichtigkeit 
des andern, wenn Tim zwei dem Inbako nach glmbeo 
Theilen des ^nen mid andern Körpas die Masse des 
emen das mfache der Masse des andern ist. Bei giei< 
chem Inhalte ist Auhw die Masse der Diditigkeit pro- 
portional, und bei aogleichem lobalte dem Predoct ans 
der Dichtigkeit in den Inhalt proportionai, oder aoeh 
diesem Producfe geradezu gleich, wenn man ?oa eiDen 
gleichförmig dichten Körper, dessen^ Inhalt =1 bbI 
dessen Masse ssl gesetzt worden, auch die Dichtig- 
keit =rl setzt 

♦. 111. 

Znr Beatimmang des Schwerpunktes raies Körpers 
dienen die Formeln (1) in f. 108. Man dmike sich 
den Körper in mehrere andere zerlegt, deren Massen 
x=:m, m\ m'^j . » . seyen. Resp. auf die Punkte (^^y^^ 
(of^, y', a^), (x^y y, s^j • . . dieser Massen lasse wa« 
nach einerlei Richtung parallele den Massen proportio- 
nale Kräfte wirkm, und sey {t fjs ^er MittslpaoU 
dieser Kräfte, so hat man nach jenen Formelo: 


/ 
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und ähnliohe Glttohm^;«! liir ff und ^ Diese Gleiohtiii* 
gen geben för ^^ 17, ^ nach und nach andere Werlhe,. 
wenn man für {x^ y^ ^), {jx^^ y^ fT)^ . • , andere nnd an- 
dere Punkte der Massen J9i, m\^.. wählt Es faort-^er 
diese Yeräiiderliohkeit. der Werthe von Sy t^^ C Mif, wenn 
»an den Kfepiar in naendfioh viele Theile zerlegt, 
deren jeder na<^ aUen Dimensionen «tendinh klein ist» 
Demi je kleiner man die Dimensionen Aet Theile seyn 
lasst, desto {geringer wird der Cintersdiied zwisehen 
den änsserstea Werthen, die jede der Goorifinaten 
j^)jr,x,y,..\ Jmiben kann; desto kleiner werden mithin 
die Aenderengen) welche die Prednete ma:^ mV, «• • er- 
kiden kdwen, gegen die Prodoete selbst; desto mehr 
BJÜiera sieh folgtich S, 17, C gewissen Grenzwerthen^ dBa 
sie aber erst dann errmohen , wenn die Theüdien un- 
endlioh klein gewotden sind. Und diese Greazwerthe 
«nd die CopTdinaten des Schwerpunktes. 

Bezeidnnen didier dm die Masse eines nach allen 
Dimensionen nnendieh kleinen Elementes des Körpers 
und Xy y, % die Coordinatto dieses Elementes, so c»nd 
die des Sohtverpnnktes: 

ij\ c^f^^^ ^—fy^^ r—f^^^ 

Es ist aber bei einem rechtwinkligen Coordinaten- 
systeme, wenn man sich den K^per durch Ebenen, 
die mit den Coordinatenebenen parallel sind, in unend- 
Koh kMae rechtwinklige ParaDelepipeda zerlegt denkf^ 
der Inhalt ^eqenigen, welches den Oeordinaten x, jr,x 
entspricht, sszdx.dyd%y i^id daher, weim 9 die Oieh- 
tigkeit des Körpers kn Punkte {x^ y^^) ausdrückt: 

dmsic^djpdy^. 

Diesen Werth von^ dm bat mm nun in yt) zn suh- 
stitoiren und hierauf die angedeuteten IntegratioaeQ 
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innerhalb der den Körper einsdiliessenden Fläoha, 
dermi Gleiebnogen gegeben seyn müssen, aoszafohrei. 
Die Dichtigkeit f wird dabei , als eine Fonotion yoi 
^9 Vi ^ gegeben vorausgesetzt Ist der Körper gleich 
jförmig dieht) also ^ constant, so gebt ^ ans den For. 
mrin (A) heraus j der Sohwerponkt ist dann folg^ch 
bloss Ton der Gestalt des Körpers abhftngig^ 

Aehnliober Weise kami man anoh den Sohwerpimll 
einer blossen Fläche» ja selbst einer Linie zu besti» 
men suchen, indem man sicl^ jedes Element derF 
oder der Linie, als von einer der Wirkung der Sdivft 
kraft unterworfenen Masse gebildet, denkt, einer Hssn, 
die der Grösse des Blements und der das^bst hen- 
sdienden Dichtigkeit proportional ist. Die aUgemffiiNif 
Ausdrucke für die Coordinaten des Schwerponkts ebJ 
Fläche oder Linie wurd man daher erhalten, wenn m^j 
in den obigen Ausdrücken das einemal 

und das anderemal 

dm = p }/dx'^ + fl^^ + ^25* 
setzt. Die Anwendung dieser ftllgemeinen Formeln 
bestimmte Fälle übergehe ich, da solche Anwendungt 
in den bisherigen Lehrbüchern der Statik zur Genü; 
angetroCFen werden. 

Zusatz. Sind die Massen ni, m^..., in die 
sich einen Körper zerlegt denkt^ nicht unendliidi klei 
sondern von endlicher Grösse, so ergeben sich mittelst 
der Formebi (a) nichtsdestoweniger die Coordinaten d«^ 
Schwerpunktes des Körpers, wenn nur für (at, y, 4 
(j/, 5^^, ^9 • • • die Schwerpunkte der eii»elneh Massen 
genommen werden. Denn da die auf eüneo Körpei 
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mrkende Sdiverkraft bei Jeder Verriickmig desselben 
{[Iriohwi^kend mit einer verticalen, an seinem Scbver- 
punkte angebraöbt^i und seiner Masse proportionalen 
Kraft bleibty nnd dasselbe anoh rücksichtlich der Masse 
nnd des Sobwerpunktes jedes Theiles des Körpers gilt, 
80 müssen rertioale Kräfte, did an den Scbwerpunkten 
der einzelnen Th^ile eines Körpers angebraobt und 
den Massen der Theile proportional sind, stets gleiobe 
Wirkung mit einer der Masse des ganzen Körpers 
proportionalen und auf seinen Schwerpunkt vertioal ge- 
riohteten Kraft haben. 

Zufolge der Formeln {ß) ist daher 

die Summe der Produete aus den Massen der 
emelnen Theile eines KSrpers in die Abstände ihrer 
SehwerpunJkte von einer beliebigen Ebene gleich dem 
Product aus der Masse des gan$ien Körpers in den 
Abitand seines Schwerp^^nkts von derselben Ebene. 

f. 112. 

Dnter Yoraussetzung gleichförmiger Diehtigkeit 
lässt sich der Schwerpunkt einer geraden Linie, einer 
von geraden Linien begrenzten Ebene und emes von 
Ebenen begrenzten Körpers aneh ohne Gebrauch der 
InfinitesimidrechDung oder der sonst ihre Stelle vertre- 
tenden Exhaustionsmethode finden, wenn man nur Aea 
Satz zu Ende des vor. §; und den schon von Arohime» 
des anfgesteUten Grundsatz zu Hülfe nimmt, dass ühn- 
Ikke Figuren ähnlich liegende Schwerpunkts haben*). 

Seyen AB und A^R zwei einander parallele Ge- 
rade und a, 6, a\ V. die Abstände der Punkte A^ 17, 


*) Aiehiniedee Tom Gleiebgewidite ebener FlaebeSt ^ For« 

decmig. 
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Ay V TOB einer beliebig gelegten Ebene ) alsdami 
TOThäU sieh: 

Etat man daher zwei einander ähnliche und parallel 
liegende Figuren^ d. h. welche so liegen, dass, weDQ 
^, B irgend zwei Pnifkte der einra und A^ B die 
ihnen entsprechenden Punkte der andern Figur sind, 
die.Linien ABimAAB^ parallel laufen; werden fener, 
wie eben jetzt ^ so auch in der Folge die Abstände 
der Punicte von einer, beliebigen Ebene' mit den gleich- 
namigen Buchstaben aus dem kleinen Alphabete be- 
zeichnet, und drückt mxwf das eonstante Yerhältniss 
aus, in welchem jede Linie der einen Figur xa der 
entsprechenden Linie der andern steht: so veriifth 


a — bi 


^z=m: m\ 


Ist dabei ji oder J? der Schwerpunkt der eines 
Figur, so ist nadi Archimedes Grundsatz A oder B 
der Schwerpunkt der andern« 

Um nun, dieses vorausgeschickt, 

1) den Schwerpmikt einer geraden Linie AB (Fi;* 
33*) zu finden, verlängere man dieselbe nach E^ ^^ 
BEz=s: AB. Seyen von AB^ BEy AE die Schwer- 
punkte P, Qy R^ so ist nach dem Satze des ror. f ) 
da wegen der angenommenen gleichförmigen Dichtigkeit 
die Massen der Linien ihren Längen proportional sind 

und weil zufolge des andiimedlschen Grundsatzes P^ü)^ 
ähnlieh liegende Punkte in den nach einerlei Bichtong 
liegenden Geraden AB^ BE^ AE sind : 

/?-T-a:y— Ä:r— tf = 1:1: J^ / 
folglich /?— a = 5r— 4 = 4^ (r — a). 
Werden. hiermit f undr aus der vorigen GkichoDS 
eliminirt, so kommt: 
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Der Sckwerf^unJkt einer geraden Lmie i$t also 
denette^ den ihre %wei Endpunkte ^ aU xwei emaß* 
der gleiche Ma$Men ietrachteiy ha^en ($. 109. c.)^ und 
ütfelgUck der Mittelpunkt der Linie (f. 106. d^. 

2) De» Schwerpimkt der Fläche eine« Parallelo« 
gramms ABCD zn findeo« -^ ]Man verläogere AB Dftch 
E und AD nach /« bU BE^AB und BI^AD^ 
ooDstruire daa.Faraliebgrainxn AEGTy und .verlängere 
nocli DC bis zmn Durobsohnitte F mit EG^ und BC 
bis znni Dorobaebnitte B mit 16^ Von dem gegebe- 
aen Parallelogramme ^67, den drei durch dieae Con- 
stroction entstandenen > ibm gleichen und ähnlichen 
Parallelogrammen BFy CGy DH^ und von dem aus 
allen vier zusammengesetztem Parallelogramme AG 
seyen die Schwerpunkte der Reihe nach P^QyltyS^ Ty 
80 hat mau » weil bei der hier immer vorausgesetzten 
gleiehföroMgen Dichtigkeit die Stasse jeder dieser FlcU 
oben ihrem Inhalte proportional ist: ^ 

and weil sämmtliphe fiinf Parallelogramtne einander 
äbalicbe und parallel liegende Figuren aindi und die 
Punkte Ay B, Cy Dy A ebenso^ wie JP, ö, Ry 8y T, 
in ihnen auf äbnliohe Weise liegen: « 

p--^a::3s^^r-'b=sr^C:==e^^ «f = ^ {t — ö). 
Drückt man hiermit in voriger Gleichung die Werthe 
TOD qy ry 9y t AntiOk fky Oy 6y Oy d BWy SO komoits 

p:s=:i{a + 6 + c.+ d). 
Der ScJkwerpunkt eines PßrMelogrßmme wird 
mtkin eben ^ gejundeny me der Schwerpunkt v9n 
^fier «^ den vier Ecke» der Figur angebrachten 
einander gleichen Massen und ist daher der^ ge^' 
meinschaftliche Mittelpunkt der beiden Diagonaleny 
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also aaoh einerlei mit dem Schwerpuikte zweier an 
den swei Endpnnlcteo einer Diagonale befindfichen glei- 
chen Massen 9 d. L 

3) Den Schwerpunkt eines ParaUelepipedama tu 
finden. — Indem man die drei in einer Ecke des Kor- 
pers znsammenstossenden Kanten yerlängert, bis die 
Yerlängemngen den Kanten seihet gleich werdm, ond 
auf gana ftbnliche Art, wie vorhin , weiter rerfahrti er- 
giebt sich^ dass der Sekwerpunkt eine» ParalMepi' 
pedunu der gemeifuehaftUche Mütefynmkt der drei 
Jt$aganaleny also einerlei mit dem Se/kwerpunite 
aller acht Ecken ist, wenn diese als gleieAseJkwm 
Punkte betrachtet werden. 

4) Den Schwerpunkt einer Dreiecksfläcbe ABt 
(Fig. 34.) zu finden. -— Man halbire die Seitm BC^ 
CJy AB resp. \sk DyE^F und ziehe DE^ EF. ffier- 
mit hat man die drei einander ähnlichen und parallel 
liegenden Dreiecke AFEy EDC^ ABC^ deren Linear' 
^mensionen sich wie 1:1:2 rerhalten, und in de- 
nen resp. A^ Ey A ähnliche liegende Punkte ainfl. 
Nennt man daher €, R^ S die Sdiwerpunlcte dieser 
Dreiecke und P den Schwerpunict des ParallidogramiDs 
BEj Bo verhält sich nadi Arohimedes Grundsatz 

f^-^air — ^:# — = 1:1 :2 
also jr — a=2r — ^=:4(# — a), 
folglich • . . • tf ^ + r=#-(-tf; 
auch ist nach 2) • . • • • p=::^{A+e). 

Nach vor. fr aber ist, wdl sich die Figuren BEj 
AFEy EDC und das aus ihnen zuaammengesetste 
Dreieck ABC ihrem Inhalte nach wie 2:1:1 s4 ▼e^ 
halten: 

2/r+jr+rs=s4#. 
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EEmiiiirt man hieraus p, 7, r, so kommt: 

und, weil E der Mittelpaakt von CA^ und daher 
2tf=:^-)-a ist: 

* = i^ («+* + «?). 
Der Schwerpunkt einer Dreieektßaehe ist daher 
einerlei mit dem Schwerpunkte der drei Ecken dee 
Dreiecke y diese ale gleiehechwere Purste betrachtety 
alio einerlei mit dem Punkte y von welchem aue dae 
Dreieck eich in drei einander gleiche Theile theilen 
läsit. 

5) Den Schwerpunkt eines dreiseitigen Prisma 
ABCA^'B^'C' zu finden. — Man halbire die paraUe- 
len Seitenfcanten AA'% BBT, CC in A\ BT, C und 
die Seiten der drei einander gleichen und ähnlichen und 
paraUel liegenden Dreiecke .4 J?C; A'B^Cs A^'R'CT 
in D,E,Fi DT^E^F's jy\E\P\ Oiermit kann 
man das Prisma, dessen Inhalt man =8 setze, und 
dessen Schwerpunkt 8 heisse, zerlegen : in ein Parallele- 
pidedum BE'y dessen Inhalt =4 ist, und dessen Schwer- 
punkt P sey, und in vier dem gegebenen Prisma ähn- 
liche und mit ihm parallel liegende Prismen 
AFEJ^F'Ey EDCE.^ A!F'EAl\.y EITCE'.^ 
£e insgesamml einerlei Inhalt ===1 haben, und deren 
Sohwerpnnkte resp. Qy 72, ^, R seyen* In diesen vier 
Prismen rind resp. Ay Ey Jü^ E mit dem Punkte A 
^^^ gegeb^Diea Prisma ähnlich liegende Punkte, und 
man hat daher dem Grundsatze zufolge: 

5r—a=r—^a=r/— </=#*' — •a=si(#— a), 
mithin y + r-|-/H-f^=52# — a-f-^ + «'+0^ 

weil die Lonien AB und EA' sich in ihren Mittelpunk- 
ten schneiden, und daher e^J^f^ittsr^ef^^evAm 
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punkte, welobe P, Q seyetsL Der Sehwerponkt des 
Yiereeks ist alsdaim der Mittelpnnkt zweier paraDelen 
auf Z', Q wirkenden und den Dreieeksfläehen -ABCy 
CDA preportionalen Kräfte. TlieUt man daher die 
Gerade /^ in A so, dass PRxRQz=,CDAiABC, 
M wird R der gesuchte Schwerpunkt sejn (§• 105.)- 

Hiemaoh kann man auch, wenn die Abstände der 
Ecken des Yiereeks von irgend einer Ebene gegeben 
sind, den Abstand des Schwerpunkts von der Ebene 
finden. Es ist nämlich, wenn wir diese Abstände, irie 
im Torigen ^•, mit den Buehstaben des kleinen Alpha- 
bets bezeichnen, welche den grossen Buchstabe ent- 
sprechen, womit die Punkte benannt sindx 

(i) Zp=sa + b+CyZq=za + c + d - 
und ABCD.rzszABC.p+CDA.gj 
oder, wenn man die Tier Dreiecke EAR^ JEBCy ECD^ 
EDA^ in welche das Viereck durch seine Diagonalen 
getheilt wird, resp. =^ g^ A, i setzt und erwägt, dass 
•ich ABCDiABC.CDA^DAB.EABiEDA 
= • ^/•f'^ i yqjrhalten : 

und wenn man hierin für p und ^ ihre Werthe aus (1) 
fetzt: 

(2)*.. (f+/)(3r— « — c)=/* + fU 

Gleicherer eise findet sich: 

(3) ... {f+g){3r-^6 — d)=gc+fa. 

Durch Verbindung dieser zwei Gleichungen kann 
man den Abstand r auch durch drei der vier Abstände 
Oj by Cy d allein ausdrücken und damit zu noch andern 
nicht uninteressanten Folgerungen gelangen. Um z* B« 
zn eliminiren, schreibe man zuerst statt der Glei- 
chung (3), weil sich fig=iih=f'^i'.g+h verhält: 
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Hiervon die Gleichung (2) abgezogeB^ kommts 

d. L iS ist der Mittelpunkt dreier paraUelen Kräfte» 
weldie By Cy D zu Angriffspunkten haben und den 
Coef&eienten von byC^d m dieser Gleichung proportional 
sind. Nach §. 106., c. verhalten sich folglich die 
Dreiecke 

EBCiltCJ}=f+g + Aig+A + u 
Setzen wir daher noch die Dreiecke RAB^ BBC^ 
RCDy RDAy welche der Schwerpunkt des. Viereoks 
mit den Seiten des letztern bildet, resp, == F^ 6r, H^ /, 
und die Yierecksfläche = J^^ so verhalten sich 

und eben so H.Ii F= V—fx V-^gx F— ä, 

folglich F:F+-- + /= J^-^: 4 r-(/+ ••+»)• 
Es ist aber JP+«?+^+/=/+^+Ä+# = V\ mithin 

/*=i (f^—A)^ und auf gleiche Art 
0=i(r-*l, Ä=i(F-/), /=i(r-^), 

oder F^^{i+f+g), 6^ = i(/+g'+Ä), etc. 
woraus noch F+G^—y—g' = i(Ä+ «—/■—§•)' 

d. i. BCji= l {ABC — CDA) folgt. 

Der Schwerpunkt einer Viereck^ßäche liegt 
demnach sOy d(M9 immer da» Dreieck^ welche» er mit 
einer Seite de$ Vierecke bildet^ dem dritten Theil 
der Summe der drei Dreiecke gleich i»ty welche der 
Durchechmti der Diagonalen mit derselben Seite 
und den^xwei angrenxenden Seiten machte oder (weil 
3F+ A = F ist,) dass das Dreieck des Schwerpunkts 
mit einer Seite^ dreimal genommen^ und daxu das 
Dreieck des Diagonalendurehsehnitts mit der g^g^n^ 
nberliegenden Seite adäirt^ die Flache des ganxen 
Vierecks ausmaeht. Auch ist das Dreieck des 
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SeA^ümymmUiB wmi eUr ^nsm IHagonah gMek dem 
dritten TMle dB9 CkiersoAüds xumökem dem xwei 
Dreiecken^ in welche dae Viereck durch die JOiagomele 
ge ih eH t wA^* 

Noeh töie metrkwSrdige Relation besteht ^urfrahen 
den vier Breieoken Fy G^ ffj I sdbst, welche 4er 
Sdrw^trptttiVt nutt dim vier Seiten des Yiereeks bildet. 
Maa erhält diese Relation, wenn man in der Proporüon 
fig^iih ftrfjg^... ihre Werthte F— »JJ, T— 3/,... 
setzt» aiemit koinnft: 

r<F+ Jir— €?— /) =3 (^Ä— ei). 

Wegtsn r=#*+..+/redaoirt sidi dieses anf: 
F» — FÄ+Jy » = «?*—<?/+ /% 

eine Gleiehnog, welcher man aaoh [die Form gebea 
kannt 

(F+ß'+i5r+/) {P^&:\.B—I) 

ZneatB. Die in verigw ReohMmg getodene Ski* 
ehonff JtCA=:i {ABC-^CDAi, k«u> "•!>' «nfaeb 
auch folgandfl^geetalt lie^deitet wdai. •— Es. t» 
iMUtaiak 

PBtRQzBiOACiBCÄt 

od «aU A^C^sae^Cimd J9CLfa>3/%li i8t(f. ltt.«> 

PAilUl^QjLCxPCA 

««n F^^ von der Oi^gaaale jtfC7 in Jlf j^eeehnittai 
irird. fkan letzterer Pn^portioa f^lgt aber onnittelbar: 

and MCA^PCA— 4lAC^i {JÜCA-^JkaC}, 

va» cn erweiMB mnr. 

■Zagleidi «ielit «nan am der Gleiahni« PB^M^, 
wie loaa aM daa SdNreifokten Pimd <{ der hmin 
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DraiedLe jtBC uod Cl^ji den Solimvpiiiikt ü des 
Yiereokt auf das ^infadhste bestimmen kann. 

II. Von dein Mittelpunkte nicht paralleler In einer 

Ebene wirkender Kräfte« 

§• 114. 

Streof^ gMiommefly hat nur ein Byetem paraücAen 
Kräfte ^nen Mittelpmdit IndessMi Iftsst sicii amdti %ei. 
einem Systeme niclit paralleler^ in mner Ebene WHken« 
der Kräfte ein Mittelpunkt mngeben, wenn nur dto 
Aendenmg der Lage des Körpers der Bedingung «mter« 
werfen wird 9 dass die Ebene der Kräfte aich paraHel 
Ueibt, und dahw der Körper ^nnr vm eine auf dieser 
Ebene normale Axe gedreht werden kann^ währeni 
die Axe selbst entweder unbewegt gelassen, oder pieundlel 
nk Mk fiMrtgefiihit wird« Dass bri einer se bedingten 
Lageändomng des Körpers, und wenn die Kräfte auf 
ihre anfikuglidien Angriffspunkte parallel mit ihren aa- 
ftagliehen Wohtungen zn wirken fertfdffea, die Resid* 
taute der Kräfte, wenn sie anders eine aoiehe haben, 
iaimerf(Mrt demselben Pimkte des Körpers begegnet; 
dass fol^ch, wenn dieser Punkt nnbewe§^eh geniadit 
wird, die Kräfte bei jeder Lage, in die der K^örper 
deroh Ürehung um eme duroh den Punkt gehende und 
auf jener Ebene nennale Axe gel^adit werden kann, 
fflch das Gleiohgewidit halten: dies ^rd aus nächste« 
kaaden BettMibImagtm «hne Mfihe erh^en. 

f, ilS. 
8«y«n P^mi4ld (Fi» dSC) vtr» in .fümvEbm» 

Kräfte} /* und iBe Angriffiipaiikto dar Kaufte md 
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TA die Richtmig der Resoltaote derselben. Ob nim 
die xwei Kräfte auf die Puokte P und Q des KSrpen 
parallel mit ihren jetzigen Richtungen fortwirken, ^ähp 
read der Körper nm einen beliebigen Winkel a um 
eine auf der Ebene PQA normale Aze gedreht wd, 
oder ob man den Körper in Ruhe lasst, dagegen aber 
die Wohtnngen PA und ^A um die Angriffspunkte 
PxoA Q naeh der, der vorigen entgegengeseta^ten, Seite, 
Jede tun denselben Winkel/s;sa, m der Ebene dreht, 
ist Unsi^ditlioh der gegenseitigen Lage des Körpers 
nnd der Riehtungen der Kräfte offenbar einerleL Es 
gesehehe das Lc^tztere, so bleibt die Grösse des Win- 
kels von '^A mit PA unverändert, und die Spitze A 
desselben besehreibt einen durch die Punkte P und $ 
gehenden Kreis. Da ajso die Intensitäten der beiden 
Kräfte und die Winkel ihrer Richtungen unverändert biet* 
ben, so werden au<A die Intensität der Resultante und 
die Winkel TAP^ TAQ der Resultante mit den beiden 
Krätten sich nicht ändern» Ist daher T der Durch- 
sdmitt der Resultante mit dem Kreise beim Anfange 
der Drehung, so wird auch: fernerhin die Resultante 
dep. Kreis in T treffen , indem der Bogen /'T das 
Doppelte des constanten Winkels PAT misst Die 
Resultante wird sich daher um denselben Winkel a und 
nach derselben Seite, wie jede der beiden Kräfte, um 
den Punkt T drehen; T wird folglich der Mittelpunkt 
der beiden Strafte seyn. 

Sind demnach in einer Ebene »wei Kräfte und 
ihre Angriffspunkte gegeben^ 90 findet eich der Mit- 
telpunkt der Kräfte ah der BurchechmU ihrer Re- 
sultante $n$t dem durch die Angriffspunkte und den 
Durehichnitt der Richtungen der beiden Kräfte %u 
ieechreibenden Kreiee. 
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Sind die zwei Strafte mit einander parallel, lo liegt 
ihr Dorehschnittspunlct ttnendlieh entfernt, der' an be» 
schreibende Kreis wird nnendlich gross, und der Bogen 
desselben dnrefr die beiden Angriffspunkte verwandet 
sieh in eine gerade Linie, so dass, wie wir bereits im 
Obigen (§* 105«) sahen, von zwei parallelen Krftfteo 
der Mittelpuniit mit den beiden Angriffspunkten in einer 
Geraden liegt. 

Es erbellet nun leicht^ wie aneh von drei und meh- 
reren Kräften in einer Ebene der Mittelpunkt gefunden 
werden kann« — Seyen p^ q^ r drei solcher Kräfte und 
P^ Qj R ihre Angriffspunkte. Man suche erstlich yon 
p und q die Resultante t und den in ihr liegenden 
Mittelpunkt T« Man suche zweitens von den Kräften 
t und r, deren Angriffspunkte T und R sind, die. Re- 
sultante 8 und den in ihr befindlichen Mittelpunkt S^ so 
wird S auch der Mittelpunkt der drei Kräfte p^ gy r 
sejn« Denn werden sämmtliche Kräfte /?, q^ r, ^, $ 
um die Punkte P, Q, R^ T, S um gleiche Wmkel 
nach einerlei Seite in der Ebene gedreht, — als wel- 
ches mit der Drehung des Körpers nach der entgegen- 
gesetzten Seite auf Eines hinauskommt, — so sind 
auch nach dieser Drehung p und q noch gleiehwirkend 
nüt ty' und t und r gleichwirkend mit #, folglieh auch 
Py q, r gleichwirkend mit 8\ folglich S der zu bestim- 
mende Mittelpunkt -^ Hat man vier Kräfte mit ihren 
Angriffspunkten, so wird die Resultante und der AGttel- 
punkt von dreien dieser Kräfte in Verbindung mit der 
nerton Kraft und ihrem Angriffspunkte die Resultante 
und den Mittelpunkt aller vier Kräfte geben, u. s. w. 

Jedes System von Kräften in einer Ebene y vfel^ 
ches^ auf eine Kraft redueirbar isty ißt demnoeh 
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0imM MU^^nmkt; «dte» wie wir,4i00eB 8atx auch 
üMb auadriioke» köanm» 

'Sind t/0n meiern JSrq^ien m einer Bbene^ wekhe 
eine ek^aehe ReMuUante haben^ die Jntetmütm^ 
die Winkel j welche ihre Biehiungen mu€ einander 
t H de n ^ umd in der Siehtung einer jeden irgend ein 
i^tn k t gegeben^ $o Jkann mem daraue die Iniemkü 
der Reeultaniey den Winkel ihrer Richtung mü jeder 
der erstem Richtungen und einen in ihrer Richtung 
liegenden Punkt ßnden , — näinlioh den Mittelpunkt 
des Systems^ wenc erstere Punkte als die Angriffs- 
punkte der Kräfte genommen werden. 

f. 116. 

Bben so, wie ein System von paraHelen Kräften, 
hat anoh ein System von Kräften in einer Ebene nur 
einen Mittelpunkt. Denn gäbe es noch einen zweiten, 
so mfisste die Resnltante des Systems nicht nur sie 
beide enthalten, sondern auch, nachdem sie das räiemal 
um den einen, das andereipal um den andern iiacb 
einerlei Seite zn um einerlei Winkel von beliebiger 
Grösse gedreht worden wäre, in beiden Fällen einerlei 
Wirkung haben; welches nicht möglich ist In welcher 
Ordnung man daher auch die Kräfte nach und naoli 
mit einander verbindet, um zu ihrem Mittelpunkte zu 
gelangen, so muss zuletzt doch immer derselbe Punkt 
gefunden werden. Piese Bemerkung kann uns zur 
Entdeckung mehrerer geometrischer Sätze fuhren. 

Seyen, um £eses nur an dem einfachsten Beispiele 
an zeigen, p^ ^, r drei Kräfte in einer Ebene, AD'^ 
Jljßy CR (Fig. 38.) ihre Richtungen und die Punkte 
P^ Uj Jt ^ser liniin die Jingaffspittkto ,der Kräfte. 
Vmi p und ^ b^s 4iB BMultenl» vund ^C ihns 
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tnig; von t und ir b^ s did RttniltBiito imd DC ihn 
Riditung; also s auoh die Aasnitaate von ^^ ^y r. 

Um nun 4en ia DC Jiegeiiden Mittelpuakt von 
j^ f^ r ni iladen^ beschreibe man leri^oh dureh jP, Q 
und Ä einen Kms, weldker A€ noch in 7 echaeide, 
und es wind T dar JtPttelpnnki von /r and q^ oder der 
Aitt^riffcfpnnkt von / seyn. Man beschreibe £Kner einra 
Knis dureh Ty M und €ly 00 /wird sein Durcheebrntt 
S mit /><7 der Mütdlpunld: von. 1^ und r, d« L von /^ 7 
uid r, aUo der ^esttohto, aeja. 

Bs l&Mt midi aber dieser Slittdpuakt Jioch janf swei 
aadene Arten bestimmen. ^— Da die rior Kräfte/», ^ r, -— # 
HB Gleiebgevidite sind, so ist die SesuHburte von f mid r, 
vsUdie ^ hiuflne, einerld mit der ResnltaBte vou'^-»/» 
nd «, und die gemeiaschaftEehe Mchtoag Jbeider ist 
Dil Beaeidhnet ferner JS den Oivebsehnitt von AD 
lät CJr, nnd F den .Durdisehnüt von ^B nnt Ii€y 
80 gdbt die IfanHdtaiite von p und r , -welebe aian 
Mme, durch £^ jmd 4iB Eesnltanjte von — 3f und # 
teeh #*; und da YfmfSßVL des gedachten €üeichgeiii<9itB 
aach diese jk^^ Resokanton identisch sind, i» ist jSjP 
ibe gwneHMichaftlicbe iliebtang. 

Indem man nun zuerst^ ^ und r ixl u veoüinigefc 
und Jbieraaf u und f^ 3sa m susaramensetat, beschreibe 
)Dan efaien Kreis dureh 4l,itjBy wektor JOB^ als die 
Riditnng von Uj ia H, dem Mittelpunkte von f aoid .r, 
trefie, and einen >Kjreis dufeh Uy 1% D^x «ralcher DC 
ebenfalls in S sidmeidea ^ird« 

Endlich kann nnn aach von den .dreiKsäiten^ g^r 
'iMfit p mit r zu v^ und^dana v «nst y za s'verbi»« 
^ Man beackreibe deifaatt durch Py My JE «inet 
Kuek, -walöher oE?!^ jü» die Biehtanig von t^^ In .#^ 
sdmeide, aoj« r 4er JMBitelpunkt vM/rnnd r^ uMl 
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M wird ein. duroh VjQ und F gelegter Kreis der DC 
gleioherweise \a S begegnen« 

Erwägen wir non noch, dase die drei RichtuDgen 
von KJräften, ADy ABy CB^ und die in ihnen liegendeB 
Punkte P^ Qy Ry so wie die Rielitungen CAj DB der 
durch ji und B gehenden Resultanten ganz nach Be- 
lieben genommen werden können ^ so lietort uns 
Zusammennähme der drei verschiedenen Arten, 
Punkt S zu finden 9 folgendes Theorem: 

Hat man ein ebenes Viereck ABCD und be- 

sdireibt zwei Bereise, den einen durch ^^ den andern 

durch C, welche die Diagonale AC \dl einem und 

. demselben Punkte T schneiden, und nennt man P, (k 

^e Durchschnitte des erstem Kreises mit den Seiten 

OAy ABy und RyS id% Durchschnitte des letztem 

mit BCyCDx so schneiden auch die Kreise Q,B^ 

und SDP die Diagonale BD in einem und demselben 

Punkte {7; und wenn man die Durdisehnitte von BA 

mit BC und von AB mit CDy E und F nennt, so 

geben auch .die Kreise PER und ^HF durch eioeii 

und denselben Punkt V der Diagonale EF. 

Diese Figur besitzt aber noch die merkwürdige 

Eigensohaft^ 

dass sich sämodttiche sechs durch AyBy C, Dy Ey F 
gelegten Kreise in einem und demsdben Punkte Z 
sdmeiden, und dass die Bögen ZAy ZBy...ZF 
dieser Kreise, alle von Z aus nach derselben Seite 
zu genommen 9 einander ähnlich sind. 

Um dieses einzusehen , woUen wir uns sämmt- 
liehe sieben Linien der Figur , d. i. die Richtungen 
der Kräfte py gy Ty s und der Resultanten ty Uy v um 
ihre Angriffspunkte Py Qy Ry Sy Ty U, JT nach eine^ 
lei S^te mit einerlei Winkelgeschwindigkeit ach ^ 
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drehen aafiuigen lassen. . Je zwei Kräfte und ^hre Re- 
sultante, (wie p^ q und ty oder g^ r und u^ fahren da- 
bei fort, sieh in einem Punkte {Ay oder B) zu sohnei- 
den; dieser Punkt rüektin dem durch die Angriffspunkte 
der beiden Kräftel und ihrer Resultante zu legenden 
Kreise {PQTy oder QBU) fort, und alle diese Durch- 
scbnittspunkte AyB^.. •. beschreiben, wegen der Gleich- 
heit der Winkelgeschwindigkeiten^ Ton py^y •, in glei- 
€lren Zeiten ähnliche Bögen ihrer Kreise und kehren 
in demselben Zeitpunkte zu ihren anfänglichen Oertc^rn 
zurück, um ihre Kreisbewegung von Neuem anzufangen. 
. Sey ntm tou den zwei Kreisen PQ T und QB U 
(Flg. 38*), welche, sich das einemal in Q schneiden, 
Z der zweite Durehsohnittspunkt, und sey der Punkt 
ul In seinem Kreise PQ^ T \m Z gekoiiiraeB. Weil 
Ay Qy B immer in gerader Linie, in der Richtung .der 
Kraft ^, sind, so muss, wenn AinZ ist, der im EareisCs 
QHU fortgehende Punkt B in der Geraden QZy also 
entweder in Q oder Z seyn. Ist aber ^in Q, so wird 
die Gerade BQ eine den Kreis QA 27 in Q Berührende, 
und A befindet sich daselbst, wo diese Tai^ente den 
Kreiii PQT schneidet^ also nicht in Z. Ist daher .^ 
naeh ^ gelangt, so muss auch B gleichzeitig jn 2f.ein* 
getroffen seyn. Alsdann schneiden sich folglich die 
Biehtnngen APyAQy BBy ATy ÜB der Kräfte /?, 7, r 
und ihrer Resultanten f,«i, mithin auch die ^Richtungen 
voa V und #, als. den Resultanten von /?, r und py f , r, 
in einem Punkte Z. Nächst A und B müssen daher 
aoeh die übrigen Durch^cbnittspnnkte €y />, Ey F je 
zweier Kräft^ und.- ihrer Resultante gleichzeitig in Z 
eintreffen« Sämmtliche sechs durch die anfänglichen 
Oerter von A^ By^. • • F gelegten Kreise schneiden sich 
folglidi in einem nii4 demseUi»en Punkte Z^ und diß 
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Bogaii denelben ZA^ ZBy • * . ZF mäetcir «iaaaier 
ähnlM mjii, in^tn so&st A^By...*F nblit glcMMhig 
in Z eintreffen ktenten« 

§• 117- 

ZuBätse. <y« Wahrend Bioh die R««altanten # nd 
u nm ihre Aogritfspimkfe T und {/ drehen, luesehreibt 
ihr DwrohsehnitlBpnnkt, welcher O heisse, einen dureh 
7 und U gehendmi Kreis and trifft, wenn py fj r, » 
in Z zusammenkommen, ebenfalls in Z ein« fis Uegen 
daher T, 17, fi^ mit ^ ebenfalb in einem Kreise^ imd 
es ist der Bogen ZG den Bogen ZA^ ... ähnlich. 
Wir können hierans di^n Sohloss Biehen: 

Werden ki den drei Seiten BGy&Aj AB eines 

Dreieeks ABO (oder in ihren Verlängeningen) naeh 

Belhben Arei Punkte 17, T, ^ genonnwea, so schnei* 

den sich die drei Kreise AT^^ BQU^ GUT in ehern 

Funkte Z, und die Bögen ZA, ZBj ZG fBiiv 

Krmse sind emimder ähnlkdu 

Auf gleiche Weise erhellet, dass, wenn ACj MF 

in J? nni BJ}^ JSF in / sich schneiden^^ die Punkte 

T, r, jETsowoU, als T, F, /mit^Zin ehiem Ereifle 

Kegto, und dass Ae Bögen Zffy ZI dieser Kreise 

eiaander und den B^en ZAy..\ fthnliok und« 

i. Da, wenn die Kräfte /r, f^ ir, #, t^ «#, ff nm iiire 
Angriflbpunkte P, • . • F auf die gedachte Weise gedfeht 
werden^ fie Winkdl je sweier Krtfte mit einander mA 
nieht ändern, und da je drei Kräfte, wie )», 7, f, welche 
sieh anfangs in einem Punkte A sehneiden, doch- bei 
der Drehung damit fMiifkhren, so wird jedes der sn- 
fangs Ton den Kräften gebildeten Drriecke sich fihn- 
lieh bleiben und die Anzahl dieser Dreiocke nicht ge- 
ändert werden; mil^ wurd auch das SyMMu der Dofeb- 
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sduiittsptinkte Ay By »«• G^ Oy ly aho die gaiKse R» 
gor, bei der Drefaang sich älinliob bMben. 

Mit dieper neuen Bigeneehaft def Figur läset sich 
die Torige, dass sftmmtliche KreisC) welche die Po&kte 
Äy.»*I beschreiben, sich in einem Punkte Z^ sehneiden, 
saeh lolgendergestalt darthnn» Da nämlich erwiesener» 
msassen die zwei Punkte A und B gleichzeitig in dem 
Dnrehsdmitte ' Z ihrer Kreise eintreffen, nndi damit ihr 
jfCgensekigOT Abstand =^0 wird, so mössen dum auch 
alle ttbrigein Punkte Cy Dj ... I \n Z xusammenkcm- 
ifiSä) indem sie sonst eine Figur bildeten, welche der 
aiiftngfialie& nicht 
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Die eo eben aas statischen Betrachtungen eribalte- 
nen geemetrisohen Sftlie fähren zu einer besondem Art 
fon Bedprodtät zwischen Punkten imd Kreisen, woraus 
nrii umgekehrt jene anfangs Tielleioht äberrasehenden 
Sfilse aaf das natiirlidiste herleiten und so weit, ab 
naa will, y^allgemeinern lassen« 

Man habe eine beliebige Anzahl gegebener Punkte 
Ay By Cy ..• VI cmerEbene. Jedmr dersdben werde 
mit noidi eiwm aadefA gegebenen Punkt Z der Sbene 
Aveh einen Kreis tco saldier Grösse vorbanden, dass 
jeder der Bögen ZAy ZBy ZCy*..y wen man ihn hi 
9ebMm Kreise vosa Mittelpnnicte des letztem aus be» 
trachtet und immer nach einer und derselben Seite tu 
rechae(t^ einen und densdbenv gegebenen Winkel r=2a 
nusst, and flahes alle diese Bögen einander ähnHch 
«mL Die hiermit vclllu>nunen beaftmoilnte Fignr besitnt 
nun fidgende EügensehafieBx 

1) Ditc 9wei doreh AvmiB gelegten Kreise mögen 
sieli ansa«r in Z umA. in JP <l^v 39.) sdmddmi so 
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ist der Winkel ZPA^ZPB^zuy und P^A^B, liegen 
folglieh in gerader Linie; d. h. die doroh zwei Punkte 
des Systems geführten Kreise schneiden siph in einem 
Punkte der jene zwei Punkte verbindenden Geraden. 

^ Es werden daher auch, wenn drei Punkte Ay By C 
des Systeins oder mehrere in einer Geraden liegen, ü^ 
den Punkten zugeh^gen Kreise Mch in einem und dem- 
treiben Punkte P dieser Geraden schneiden. Jeder Ge- 
raden AB kommt hiernach ein gewisser in ihr liegen- 
der Pjinkt P zu, den wir den festen Punkt der Ge- 
raden nennen wollen« Er wird gefund^i als der Dnreb- 
schnitt der Geraden AB init einer zweiten ZP^ welche, 
durch Z gelegt, mit der erstem den constanten Winkel 
a nach einerlei Seite zu macht. 

3) Seyen APy AQ^ AR^ . • • mehrere sich in dem- 
selben Punkte A schneidende Geraden und P^Q^R^»* 
ihre fes|;en Punkte. Der dem Punkte A zugehörige 
J^eis muss nun, da A in einer Geraden liegt, deren 
fester Punkt P ist, durch P gehen^ und aus ähnlichem 
Grunde wird er auch die Punkte 0, A, • • • treffen. 
Sdmeiden sich daher zwei oder mehrere Gerade in ei- 
nem Punkte Ay so liegt dieser Punkt mit .den festen 
Punkten der Geraden und dem Punkte Z in dem, dem 
Punkte A zugehörigen, Kreise; oder mit cmdem Wor- 
ten: der einem Punkte zugehörige Ejreis schneidet aUe 
durch den Punkt gehenden Geraden in ihren festen 
Punkten. 

4) Man lasse jetzt sänmiüiehe Punkte AyB^C^.** 
des Systems in ihren Kreisen nach einerlei ^ite sieb 
gleichmässig fortbewegim, so dass jeder in derselben 
Zeit denselben Theil seines Kreises zmriicklegt» ^^ 
aUcN gleichzeitig in ihren anföngUohen Stellen wieder 
eintreffen. Weil ZAy ZBy . . . ähnliche Bögen sind, 
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SO werden sie auob bei der Bewe|^ng einander. ähnHeh 
bleiben, also gleieb^ettig =:0' werden, d« b. säninitliche 
Punkte Ay By C, ... werden zu gleieber Zeit nach Z 
kommen« 

Aus der Aebnlichkeit der BCgen ZA und ZB 
wurde in 1) der Durobgang der Geraden AB durob defii 
Dnrcbsebnitt P der Kreise dureb A und B gespl^Iossen« 
Es wird daber auob bei der Bewegung die AB den 
Punkt P zu treffen fortfabren, d, b. die ABy niid ebim 
80 jede andere zwei Punkte des Systems verbindende 
Gerade^ wird sieb um ibren festen Punkt drebeni« 

Hieraus fol^t weiter, dass das Dreieek ZAB wklk 
fortwäbrend äbniicb bleibt. Dew der Nebenwinkel von 
ZAB wird von dem Bogen iPZ des ELreis^s durob 
Aj imd der Winkel ZBA von dem Bogen ^PZ des 
Kiheises dureb B gemessen. Auf gleicbe Art bleibt 
auob jedes der Dreiecke ZBCy ZACy efo. sidi äbiüiob. 
Mitbin wird aucb das ganze System des mbwden Punk« 
tes Z und der sieb bewegenden Ay By,Cy :.• nur der 
Grösse^ niobt der Form naeb, eieb ändern« Dieses 
System scbwindet beim Eintreffen der Ay By^, , in Z 
iu einen Punkt zusammen und wird am grössten, wenn 
jeder der Punkte Ay By... sieb in sejuem Kreise von 
Z um den Durebmesser des Kreises entfernt bat. Da 
alsdann die Mittelpunkte der Linien ZAy ZBy . . . mit 
den Mittelpunkten der Kreise zusammenfallen, so folgte 
dass auob das System der Mittelpunkte der Kreise eine 
dem System der Punkte Ay^y.., äbnliohe Figur bildet, 
und dass in beiden Z ein ähnliob liegender Punkt ist 

f 119. 

Bei der jetzt betrachteten Figur wurden die Punkte 
Ay By Cy..., so wie der Punkt ZunA der Winkel 2«, 
beliebig angenommen und damit die Kreise dureb 

15 
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A^B^C^.^,. eoDstnrift. Smt Jee- PnnktM Z imil des 
Winkels Sa Istaneii wir aber anoh zwei von den Krei- 
een^ eis z6ni Theil beliebig gegeben, setzen und dar- 
aus die übrigen zu bestimmen suchen. 

Sey demnaeh in einer Ebene ein System von Punk- 
ten A^ jBy C^DjB^.^. (Fig. 40.) gegeben nnd verde 

1) durek A wittkührliob ein Kreis beschrieben, dt)ta 
man als dim dem Punkte A zugehörigen betrackte. 
flr sehneide die Geraden AB^ ACy AD^ AB, ... in 
Ihmkien^ die ich mit A'B^ A*€y A*D^ A'B bezetdmen 
will, und wdche ^e festen Punkte dieser Linien seya ver- 
#0li« -^ Der durch B zu beschreibende Kreis muss ausser* 
dem neoh 4orch den Punkt A'B und d^n im Kreise 
durch A Gegenden Pnnkt Zgehen.' Man beschreibe daher 

t) durch B und A*B willkiihrlieh einen zweiten 
Kreis und nenne Z den Durchschnitt desselben mit den 
Ktrise durch A. Die Durchschnitte B*Cy B*Dy B-Bj . 
des Kreises durch B mit den Linien B€y BD^ BB^ . 
nid die festen Punkte dieser Linien» 

3) Der Kreis fihr den Punkt C muss ausser C neoh 
die «eben erhaltenen Punkte A^C^ B*Cy Z treffen mi 
ist hierdurch mehr als irollkoniilien bestimmt Dies 
giebt, irie man leicht wahrnimmt, den sehen in §. 117 n. 
gefundenen Satz. «^ Treffe der Kreis durch C ik 
CDy CBy ... in C*Dy OB^ . . ., als den .festen PunkM 
dieser Linieti, so liegen nunmehr 

#) die fihif Punkte D^A^Dj JMI, C*Dy Z in einen 
Kreise, in dem, welcher dem Punkte D zugehört, niMl 
wir haben damit den in f. 116 rem Vierecke bemerk- 
ten Satz wiedergefunden. < — Der Kreis durch D treffe 
die Linien DEy . . « in IhBy • . •, so müssen 

5) (fie sechs Punkte B^ A-B^ B^E, CE, D% 2, 
in einem Kreise liegen. Dies ist der Kreis lilr den 


«* 


• • 


ViMi den Büttelpimkteii der KrKfte. 2S7 

Piuikt jBj von dem man auf JAnliohe Art za 4ea KmI- 
sea der noch übrigen Poakte fortgeht« -^ Das daant 
gevoBneiie allgemeine Resultat kann Mwa folgender- 
gestalfc auBgedrjiekt werden : 

Hat man em System von Punktea in euM EbeM, 
and veril>kidet sie paarweise dorch gerade LiiiieD, so 
kann man in jeder dieser likaien nodi einen PsDkt 
angebim, dergestalt, dass alle die letztem Pankte, 
welche In lAnien liege% die von einem and demselben 
* Punkte des Systems ansgeh^A^ mit diesem Punkte 
selbst Immer in einem Kreise enthalten aind» Drei 
der Punkte 9 welche in Linien fiegen, die nicht alle 
drei Toa demselben Pankte des Systems «usgehen, 
können wil&älirlioh genommen werden. Alle #e ge- 
dachten Eureise schneiden sich übrigens hoch in eineai 
Punkte, md die Bögen derselben von diesem Pankte 
bis «1 dien Punkten des Systems sind infegesaiiiynt 0in- 
aader fthsAieh. 

ttei der Constrncticm) wodurch in f. 115* dfir Mit- 
telpunkt eines Systems von Kräften in einer Ebene 
gefondra wurde, giebt es einige noch aicht erwähnte 
Beziehungen, welche uns, den Mittelpunkt noch auf 
eine andere Weise zu 6nden, in Stand setaen. 

Seyeu, wie in §. 115., P^^ QA^ 7^ (Fig. 37.) die 
ftichtnngen zwder Kräfte p^ q und ihrer Resultante >; 
P, 41 die Angriffspunkte der erstem und T der, in der 
Resuitante enthaltene Mittelpunkt Weil Tmit P^ Qj A 
in emem Kreise liegt, so ist der Winkel PATzz^PQT, 
ÜAT^UPTvükd PAQ= dem Nebenwiakel von PTQ. 
Oonstruirt man daher ein Dreieck P'Q'T^ dessen Sei- 
ten T'ft^' P' T\ P'Q' den lUchtungen von /v, 9^ ^ par- 
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alld nnd^ so wird dieses dem Dreiecke PQT ähnlich 
seyn^ jedoch, wie die Figur zeigt» die usagekehrte Lage 
von Put haben, so dass man das eine Dreieck nicht 
doroh blosses Drehen in seiner Ebene, sondern erat 
maoh dner halben Wendung nm eine in der Ebene 
liegende Axe in eine solche Lage bringen kann, dass 
seine Seiten mit denen des andern parallel werden. 

Sind folglich im Gegentheile die AngrifFspunkte V 
.und Q zweier Kräfte und das Dreieck P'Q^T gege- 
ben, dessen Seiten T'ityP'T' und P'ft den Rich- 
tungen der beiden Kräfte und ihrer Resultante parallel 
seyn soUim, so construire man, um den Mittelpunkt zu 
finden, über PQ ein dem P'ftT' ähnliches, aber nm- 
gekehrt liegendes Dreieck PQTy und es wird 7 der 
;gesnchte Mittelpunkt seyn. 

Hierbei verdient noch bemerict zu werden, dass 
naeh f. 28. b. die Seiten des Dreiecks P'(gT\ und 
folglich auch des Dreiecks PQTy den Intensitäten von 
p^fyt proportional sind. Lassen wir daher noch auf 
T eine der Resultante t gleiche aber entgegengesetzte 
Kraft, also nach der Richtung AT^ wirken, als wo- 
durch ein bei der Drehung sich nicht aufhebendes 
Gleichge^cht entsteht, so haben wir folgenden durch 
seine Beziehungen zwischen den Stücken eines Dreiecks 
und den bestimmenden Stucken dreier Euräfte nicht no- 
interessanten Satz: 

Sind die Ecken jP, Q, T eines Dreiecke die An- 
griffgfmnkte dreier Kräfte py 7, ty sind die Winkd 
des Dreiecks den Supplementen *der von den RieAtufi- 
gen der Kräfte mit einander gebildeten Winkel gUiek 
Pz=si 180 <> — y'^ty etc. und sind die Seiten des Drei- 
ecke den Intensitäten der Kräfte proportional^ Q!t 
prqpartiomU mit py etc. so herrscht Gleichgewicht* 
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Dass dlieBe« Gleioligewiobt durch Drebuifg nicht 
gestört mHy geht schon aus dem Satze sreihst' hervor^ 
indem eine dar drei RiehtuDgea nach Wülkühr geipoin- 
men werdee kann, und unabhängig von dieser Annahme 
die gegenseitigen Winkel der Richtungen bestimmt 
werden* 

#121. 

Wir i^olien. jetzt nach dieser zweiten Methode den 
Mittelpunkt von drei Kräften p^ f^ r zu bestimmen 
Sachen. Seyen ad^ ^a^ cb {¥ig. 38.) parallel mit den 
Richtungen- derselben, bd sey parallel mit der Resul- 
tante t von p und g\ ca parallel mit der Resultante 
u von j und r. Alsdann ist, wie sich auch ohne das 
Parallelogramm der Kräfte erweisen lässt, cd parallel 
mit der Resultante von py ^y r^ welche # heisse*). 
Seyen endlich jP, Qy R die gegebenen AngrifiPspnnkte 

Yon py 1/y r. 

*«■ ■ ■ . . '. ' 

- O.I>eiiA oonst^uirt man dn Viereck ABCD^ dessen drei Seiten 
Bif, AB^ BC und zwei Diagonalen JO, BU^ resp. den Seiten da, 6a, he 
Qod Diagonalen hd^ ac des Vierecks ah cd parallel sind, und läs^t 
man ^D, AB^ CB die Richtungen der Kräfte ^, q, r vorstellen , so 
nod ACf DB die Richtungen der Resultanten t, «• Die Hosoltante 
9 von p, ^^ r^ d« i. von f» r oder von p, u, muss daher sowohl durch 
C, als durch D gehen, folglich in CD faUen.- Heisst nun noch. p. der 
Durchschnitt von ae mit M, und O der Durchschnitt von BD mit AC^ 
so sind wegen des Para)lelismus von DA mit da, u. s. w. die Dreiecke 
gda und QAD , gah und OBA, ghc und GCB paarweise einander .ähn- 
lich^ Hod es verhält sich daher 

gd : gat=^OA: GH, 

ga : gh=sGB: GA^ 

gh : gc a=a GC : GB, 
folglich gd i gci==: GC : GD. . . 
Mithin jslnd auch die Dreiecke gcä und GDC einander a&nlicb, 
und cd ist mit DC, d. i. mit der Richtung von s, paraUel. — Uebrigeni) 
ut dei; jetzt geometrisch erwiesene Parallelismus von cd mit DC, unter 
denselben Voraussetzungen^ wie hier, bereits in §• 29. durch Statik 
^gethan worden. 


J|S2 Hrtter Theil. Siebentes lUpHeL 

i) 2X:=:^0y 2) SY=Oy 3) S{arY—yX)^Q. 

Indem nun die Kräfte mit parallel bleibenden Rioh- 
tdngen und unveränderten Intensitäten auf dieselben 
Punkte des Körpers zu wirlcen fortfahren, werde der 
Körper verrückt, jedoch so, dass die Ebene der Kräfte 
nicht aoe ihrer Lage komme. Durch diese Yerrückung 
neyen in Bezug auf das vorige Coordinatensystem, wel- 
ches an der Bewegung nicht Theil genommen habe, 
dieCoordinaten der Angriffspunkte resp. in ^Dyii^u/i;' 
etc. übergegangen. Soll daher auch jetzt noch Gleich- 
gewicht herrschen, so muss zu den vorigen drei Glei- 
chungen noch die vierte 

S{a;,Y—y,X)=0 
hinzukommen. 

Es ist aber, wenn der Punkt des Körpers, welcher 
anfängfich mit dem Anfangspunkte der Coordinaten za- 
sammenfiel, nachher die Coordinaten ä,6 erhält, und 
wenn die Linie des Körpers, welc(ie anfangs mit der 
Axc der x coincidirte, nach der Yerrückung einen Win- 
kel sssa mit derselben macht r 

x,=ra+x cos a — y sin a, 
y, =6+0; sin a +y cos a, 

u. 8. w. Blit diesen W^tben von x,jy^ . ^. wird 

Six,Y^y,X)=^aST~6SX+ cos aS{x Y—yS) 

... —miaS{xX+yY)y 

odto mit Anwendung der Abkürzongea Jty By JV (§. 37.), 
mid wenn wir 

S{xX+yY)^k 
Mtim:..,2{x,Y—y^=^aA'^6B+JVeoBa^Afiüa 

as-— Asineii 
wegen 1), 3) and S); und es ist demnadi , . 

4) AasO 


die Be4iDBiiag8gleichaiig fät Ü» FortdaaeK; 4es fiteidb^ 
gewiohts* 

§•123. 

Zusätze. 4». Durch a, 6 und a wird die Ver- 
riiokung des Körpers, wie sie jetzt aDgenommen wor- 
den, Tollkommen bestimnit» Sie kann hiernach als zu- 
sammengesetzt betrachtet werden aus einer mit der 
Ebene der ;r,y parallelen Fortbewegung, welche durch 
a^ö gegeben ist, und aus einer durch a gegebenen 
Drehung um eine auf dieser Ebene normale Axe. 

6. So wte ^(^y — y^) das anfänglicbp Moment 
des Systems in Bezug auf den Anfangspunkt der Coor» 
dinaten ist, so ist 2 {XfY-^yfX) das Moment i|i' 
Bezug auf denselben Punkt nach der Yerrückung. . 
Beiih anfanglichen Gleichgewicht ist ersteres Moment 
ssQ, und unt^r derselben iVorausset^uilg das, let^^tere 
= — Asina, also nur abhängig von dem. Winkel, um 
welchen der Körper gedreht worden, und unatiihängi^ 
von der durch a,^ bestimmten parallelen Fortbewegung. 
Es ist daher auch unabhängig von der Axe der Drehung, 
wenn diese nur auf der Ebene der ^, v senkrecht steht, 

e. W^ijl sowohl aitfangs, als: bei der uachherigeiP' 
Drehung, A und B null sind, ^o wird das Sjstfsm^ 
welches anfangs im Gleichg^i^i^te ist, b^id^r Drehung 
mit einem Paare gleichwirkeftd. (f* 39,). Das Moment 
des Systems, --^Asinay ist daher eben sq,. wie das 
jMommit mißß Pi^res, fbr alle Ppnkte der Eb^^ von 
gleicher Qx^e^ (f. 31.)* 

d. Das Moment nach der Drehung ist demJSinus 
des Drehungswinkels a proportienal und erreicht daher 
nach einer Drehimg um 90® oder 210^ seiaeii groeateii 
Werth, welohCB s=s^A ist lOagegen ist es psO und 
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dM Gleuhgeviolit hMtehl »ooh, wena as» oinem Vifl- 
faehen von 180^, und daher der Körper seiner anfiu^ 
liehen Lage parallel ist, oder halb nm sich herum ge- 
dreht inrorden ist. (YergL §. 5. 6.) 

Dass — A der Werth des Moments nach einer 
Drehung um 90^ ist^ folgt übrigens auch unmittelbar 
daraus, dass «durch eine solche Drehung des Systems 
um den Anfangspunkt der Coordinaten, a; in — y und 
y in ^, folglich ^F — yX in — {j;X+yY) Qfoergeht. 

f. 124. 

Ist in der Ebene, worin die Kräfte (JT, T), (X\ Y%... 
wirken, noch ein zweites System von Kräften befiadlloh; 
die sich hei der anfänglichen Lage des Körpers eben- 
falls das Ciieichge wicht halten, und ist nach einer Dre- 
hung nm 90^ das Moment dieses zweiten Systems eben 
so gross, als das des ersten, = — A^ so ist es nach 
einer Drehung um a, = — ^ sin a,^ folglieh stets mit 
dem ersten glelobwirkend. 

Bestehe das zweite System nur ans zwei Kräften 
1*4 nnd -Pj, ^= — -P|, deren Angriffspunkte jt^ und-^, 
seyen. Das Coordinatensystem , dessen Lage willkölur- 

» 

Geh ist, wollen wir so aunehiaen, dass b^m ufäng- 
liehen Gteiehgewiehte der Panht u4\ in den Anfisuigs- 
pnnkt der tWrdinaten und die Gerade jii^2 u^ die Axe 
der X fällt. Alsdann, ist für den Punkt jt^^ x^ss^A^A^^ 
y=:0, und für die Kraft F„ ^=/^„ F»^; folgüeh 
h^s^xX^ssA^A^.P^^ wo die Richtung von P^ nnd die 
anfängliche von A^A^^^ einerlei oder eiüanderen^egenr 
geselzl seyn nikMwn, nacUem k positiv oicF negaüv ist 
Hat ma» dabei fiar. ein System von Kräften in eiiisr 
Mene, die im CtteiohgMichte aind, das Momesl i be- 
veehneti «nd biiag« aian a» iwer wilkfikrlieli in dtr 
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Eb6a# gwovinieiM» PmlcteB -M^ wA A^^ zwei oipander 
direct entgegengesetzte Kräfte P^ and P^ an^ 4<Nr99 

jede = ^ . ist, and von welohen Pj a^f -^4 nach 

der Riofatang A^A^ oder ^2^1 wii^i^t^ nachdem A 4a8 
positive oder negative Zeichen hat, so dass aiithin beide 
Kräfte hei einem ppsitiven h ihre Angriffspankte von 
einander zo entfernen, bei einem negativen einander 
%VL nähern streben: so werden bei der Drehung 4a8 
Pf^V, in virelchea diese zwei Kräfte übergehen, und das 
erstere System selbst imnier gleidie Wirki^ig haben« 
Hit andern Worten: 

■ 

JEin Sy^Üemvon Kraftän in einer Ebene^ Ufetöhe 
sicA Jas GieickgeuricAt halten ^ wird bei Drehung 
der Ebene in sich'- selbst glei&hwirkend mit einem 
Paare ^ dessen Kra^e eben so^ wie die des Systems 
mit parallel bh^enden 'Richtungen und unverändert 
ter Starke fortwährend auf dieselben zwei Punkte 
der Ebene wirkend sich annehmen lassen. Die zwei 
Punkte selbst j oder auch dei* eine Punkt und die 
auf ihn gerichtete Kraft^ können dabei wülkührKeh 
bestimmt werden. 

Ist das Sy^e^n ^nfanglieh nicht im Gleichgewicht^ 
son^n^ anf ^i« Jl^aair re^qfar{>arj verdau aißpjvon den 
Gleichnngen 1), ^), 3) nur. die beiden eraten erfiillt, 
so wird : ; ;.; 

2^ (^/ r-* jr,X) = JV. cea .0 -r^ h sin a, 

folglich wenii wir Sj(x,Y^y,X^=^0 setzen: 

tang«=.p 

i* h. das BIiMneni des Syste^^ vwsohiphidat nach einer 
I^bottg^ itsße% Winkel a Aaboh letstare GlekAnng 
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^befftitnmt ht und HEM>fflit' zwei um 180® versohiedene 
W^rthe bat 

IH demnach ,ein. System vo^ Kräften in einer 
Ebene mi0 einem Paare gUiehwirkendy so giebt et 
bei Drehung der Ebene in »ich eelbet xwei einander 
entgegengesetzte Ltagen^ Hn denen Oleichgewicht statt' 
jfmdet. Ein System dieser Art muss daher eben sOy 
wie das vorige^ bei der Drehung mit einem Paare 
gleich/wirkend seyn^ dessen Kräfte auf zwei wiU- 
kührfiüh' XU nehme?ide Punkte der Ebene nach par- 
etttei bleibenden Richtungen wirken. ' '*' 

§.125. 

WeDU endlioh das in einer Ebene entbaltene Sy- 
stem dnrob. eine einzelne Kraft (X^, Y^) ins Gleichge- 
wicht gebraott werden kaon, so lä^t sieh der Angriffis- 
punkt (fi^yi) dieser K^aft in ihrejr Richtung immer so 
bestimmen 9 dass ^n,ck bei der Drehung das Gleiqbge- 
wi^bt -fortdauert. Man bat nämlich^ weimzu den Elf- 
ten des^ Systems noch die Kraft (X^, FJ' hina(iif;e%t 
wird| .ZiUfQUge der. vier Gleichungen 1) • . 4) (§» i^>\ 
welche da^ bei der Drehung fortdauernde Gleichgewioht 
bedingen: 

T, + B:=.9i^ x,X,^y,Y,+ h^O. 
ffieraufa fliesst'Maeli BÜmination vonüC^ oüd t-ii- 

'BJt,'^^,^JV^Aa;,+i8y,=hy 
und hieraus weiter: 

/ * Ah^BN _Bh-^A]V 

Z' — A^+m f y^ — A'+B^ • 


Ein auf eine einaelne Kraft {-r-Xiy — FJ reducir- 
bares System bleibt ' daher audi bei der Drehung mit 
dieser Kraft gleichwickend, mid die Richtung derselben 
triffit fertwährend den durch die eben sefimdeaen (Soor- 
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Aoaten ^^yt bestimmten Piiokt 4er Bbeaet^ -r den 

Mittelpunkt des Systems« 

Für den besondern Fall, wenn die Krufbe einander 

parallele Richtungen haben, und gi den Winkel bezeieh- 

net, unter dem diese Richtungen, ge^en die , Axe der^ 

geneigt sind, P, P^^ . • • aber diß Intensitäten d^ Kräfte 

aasdrücken, bat man: 

^=:eong>2Py N=zsmq)SxP — cosy^yP, 
i?=s sin^ J^P, Ä=cos92';rjP+ sinyJSyP., 
Substitnirt man diese W«rthe in den ohq;ea Ans- 

drücken fiir x^ nnd y^, so ei^eben sich nach leichter 

RednetioB : . 

2xP _^P 

^i — j/»>yi — 2P^ 

die schon in f. 108* gefundenen Wertbe für di^ Coor- 
dinaten des Mittelpunkts paralleler Kräfte, , 


Achtes Kapitel. 

Von den Axen des Gleiehgeifriehts. 

§. 126. 

Die Untersuchungen, welche wir im vorigen Kapital 
über Systeme von .parallelen Kräften, so wie von Kräf- 
ten, die in einer Ebene wirken, angestellt haben, wollen 
wir j^tzt auf Systeme von Kräften im Baume überhaupt 
aasdehnen und uns deshalb zunächst folgende Frajge 
vorlegen : 

Auf einen frei beweglichen festen Körper wirken 
Kräfte nach beliebigen Richtungen und halten einander 
das Gleichgewicht Unter welchen Bergungen wird 
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dieses C^teicbge^ridit bei. Aenderang der Lage des ESr- 
pers fortdauern, wenn die Kräfte auf die anfiliigliobeQ 
AngrilFsptinkte jparallel mit ihren anfäiigli<Aeii Ricb- 
ttmgen zn wirken fortfahren t 

Die jn den näehsten §§; zn gebende Beaatw^^rtang 
dieser Frage wird die Grundlage aller abrigen Irarher 
gehörigen Untersuchungen bilden. 

f. 127. 

In Besng auf ein reehtwinkKohea CSoordinaftensystem, 
dessen Axen eine «nrmrtaderliobe Lage im Ranme ha- 
ben, sejen (XyT.Z), {X%Y%Z%... die anf dn 
Körper wurkenden Kräfte und (jr^yy»)^ (•^»^9^9 ••* 
die Angriffspunkte derselben rar der Yenriiokung des 
KArpers.* Alsdann ist, weil aioh die Kräfte dasCHeieh- 
genicht halten- soHen (§• §6.): 

(i);5r=o, (2)(2(«jr-4rZ)=o, 

\sZ=Oj (5(;rr — yj)=0. 

Man denke deh nodi ein zwdtes System dreier 
sich rechtwinklich schneidender Coordinatenaxen, wet 
ebes mit dem beweglichen Körper fest verbanden ist 
und für welches daher die Coordinaten der Angriifs- 
punkte bei der Bewegung des Körpers ungeändert 
bliuben. Dieses zweite System Ealle anfangs mit dem 
ersten Systeme zusammen, so dass die Coordinaten der 
Angiiffspunkte in beiden ^stemen anfangs sich gleidi 
rilid. Die nachherige Terruckung. des Körpers viid 
Bun Tofikommen hestimmt seyn, wenn wir ^ dadnreh 
erfolgte Aenderung der Lage des zweiten Systems ge- 
gen daft erste angeben. 

Sey daher nach der Terruckung (a, ^ e) der An- 
fangspunkt "äes zwditen ^tems in Bezug auf das erste; 
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sejcn ferner 4i6 Cosintts der Wiiikel, welche mit den 
Axen der x^yy,% tei ersten Systeme 

die Axe der x im zweiten macht, =a, ^ ^, 
- - - y - - - =«}'^/> * 

Akdaiin ist, wenn \dr noch <Re fnr das erste Sy- 
stem verSindtBrten €oordinaten der Angriffspnnkte mit 
^n Vij */5 ^/j 'Sfn *'/> ^*®- bezeichnen: 

n« s. w* u« s. w. 

Da mm anch nach der Verruckung zwischen den 
mch parallel gebliebenen Kräften Gleichgewicht noch 
herrschen soll, so müssen nächst den obigen sechs Glei- 
ohimgen ^1) und (2) noch folgende drei 

(3){:r(x,X:-^,jZ)=0, 

p [x, Y^y,X) =0^ erfüllt werden. 

Bs wird liber, wentt iiian für x,^yf^ x, ihre dnrch 
Xy y, » ausgedrückten Werthe snbstitnirt: 

y^— a^Far=*Z+/?jrZH^yÄ+/r«Jgr 

Sel^t «an daher noch der Kurz« willen «nd mit 
Rücksicht anf (2): 

12yZ= Sx r=« Fy SxX=: /, 
SxX^SxZ^Gj SyY^my 
2xT^^yX^B^ SzZ=:n^ 

nnd erwägt dass nach (1) iX^^O^ etc,, so verwandelt 
sich die «ste 4er GleichiAigeB {3} in: 


• / 
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(5) 


und eben so folgen 

auB den beiden andern Gleichungen (3). 

An die Stelle dieser mit (3) identischen Gleichim- 
gen (5) lassen sich aber drei aus ihnen fliessende nn- 
gleich einfachere setzen. Zu dem Ende erinnere man 
rieh zuerst der bekannten Relationen: 

(A) l a''a+ rß-¥fy = 0, (^ [ ya + /«' + /'«" =0, 
ao'+/?/+yy'=0, [aß + a'ßf + a"f =% 

Ia» +' o'» + o"» =1, o» + /J» + y* s=l, 
y* + /* +/'*=*, «"* +/?"* +/'*=!, 
nnd der aus ihnen sich ergebenden: 

l/s'y"-/»"/««, /«"-/'«'=/?, «r-aV==y, 
(Z>)(/»"y-^y"=«', y"» -y«" «/y, «"-*-«/»" =/, 

1/?/ - /9'y =a", yo' - y'a =/J", a/T - «'/? =ry",«), 


*) Um letztere Weniger oft Torkommende Relationen (D) ani den 
Torhergehenden abzuleiten, denke man sich in den {B) auf der recb- 
ten Seite des Gleichheitszeichens statt a, ß, y^ «('»••• tinstwaleo 
, d, 6, c, a^ •••9 als abkürzende Bezeichnungen von ffy" — fy\ etc. 
geschrieben« Der dann noch zu führende Beweisi dass U'b:^^^ 5gs=A«. 
e"mmy\ Ist folgender. 

' Aus der zweiten und dritten der Gleichungen (A) fliesst: 
ttxßxy^fly"'-fy : /«"—/'«' : a'/?"^«"/?' 
d« L oM a ^ : h c, 

eben so ans der zweiten' und dritten der Gleichungen {B) : 


tt \ a \ a sss d : o : 


> 
und man sieht laidit, indem man auf gleidie Art audi die übri| 

Verbindungen zweier Gleichungen in (J) und in (B) in Redmoog 
zidit, dasa überhaupt die neun Grossen o, &, . • • c ' den neaa Co- 
sinussen o^t /^f • • • /' proportional sind« Man setze daher 

« s9 m«, h^ss. mßf ••: c"s:smy\ 


Non t^jigt am den swei letzten der GbiehmigeB (5), 
wenn man aus ihnen / wegschaSi!^ sie deshalb reip. mit 
ß and ^ multiplieirt nnd hierauf addirt> mit Anweindung^ 
der Relaticnen (D)t 

Hi^nn ist rennöge (D) der GeefBeiemt v«^ F^ ^ 

MultipUoirt man daher noiA die erste der CUeilshnn« 
gen (5) mit 1+a und addirt sie za der letatgefiuiideBe% 
so geht JF heraus y und man bekommt nach gehöriger 
Reduotion mittelst {D)i 


wo m efhe far'alle diese Glelchangen nnveranderfiche Zahl Ist« tJm 
sie za bestimmen , nehm» man etwa die drei letzten GleSdiiuigen 

Yon (n): 

und addire ihre Quadrate, so kommt nach leichter Transformatioa : 
(«*+/?*+/) <«'*+ /?'•+/*)- (««' +/?/9'+y/ )«— m« («"»+/5"*+/'«), 

eine Gldchongy die sieh vermöge der Oleichongen {€) and der drit- 
ten yon (J) avJ' ' * 

redadrt; folglich entweder immer mn;4-l, oder immer m>H— «!• 

üeber dite Wahl zwischen diesen beiden Werthen Tön-m entschei- 
det der Umstand, dass die zwei Axensysteme, deren gegenseitige Lage' 
durch a, /), ..• /' bestimmt wird, anfangs zosammenfaUen sollen, 
die positiyen Axen der x, y^ z des einen mit den gleichnamigen 
posidven Axen des andern. Bei dem Zasammenlailen beider Systeme 
ist aber oiEenbar ixssdk/9^aB/'«al^ nnd jeder der sechs abrigen Cosi-' 
misse »»O. SnbstitDiit man diese Werthe von a, ».. /' in die erste' 
der Gleichangen (D): f^y* — /?'y=«»m«, so erhalt man m««-f 1« 
Die Gleichangen (D) , wie sie oben geschrieben sind , haben daher 
iiire Richtigkeit. 

Hatte das eine Axensystem gegen ^ das andere eine solche Lage, 
dsis sie beide nicht zur Coinddenz gebracht werden kosiiten^ sondern ' 
das«, wenn z« B. die positiven Axen der w nnd y ^&i einen in die 
poiitiyen Axen der w nnd y des andern fielen, die positiven Axen der 
z einander entgegengesetzt wären, so warde man, wie eich anf gleiefae 
Art zeigen lasst| ma->— 1 zn nehmen haben. 

16 
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(^— •)«+(«''-y)ir+or-);')(«+«^-«i 

(/ _ /T) /r + 0» - «') F+ (y - O («+ ««» 

iia«hdeiif tnaa die CSIeidraiigeii (5) das ememal mh a , 
1+^) /, da« Mid«peinft1 nut a\ fTy i+f aniltipUout 
uad sie -bienmf beideumte ad&t hat. 
'Mäa aafae ana aöcft anr AbküMaag: 

(7) j«+/=j(xz+4ar)=»jr, 

«o wejrd«B dia ebeo erLaUenea drei GleiohQB|;5)n 

(8) UH-^yi^F^xg, 

- •(;{/' + y«f=VA. 
Di^a sin^ demnacb die Gleicbangea,, welcbe di« 

Stelle von (5) oder (3) vortreten kdonen^ also die Be^ 

diogungen, uDter denen auch nach der TerrttclaiQg d» 

Körpers Gleichgewicht noch statt findet. In ihnen sind 

F^ €fy Bt^^f^ ffy A nach (4] vnd (7) durch* die Richtungen 

UMd.Ittte^t^iett der sieh das (Ueictigawioht baltesdaa 

Krifte i»d ^weh £e anfangKchen Ceordinateu ihrer 

Angriffspunkte gegeben}, die Verhältnisse zwischen 

9, Xi V^ aber sind na^h (6) durch dia i«age des Körpers 

nach der Verruckuiig gegen sei»» anAngücbe Lsge 

bestimmt. 

. f. 128. 

Die Verkfiltniiagreasei» % Xt ^ hmbtik biet eine sooh 
besonders inerkwürdige Hedentung*. Addnrt man näm- 
lich die Gleichungen (6), naohdem man sie vorher resp. 
mit 0| A% t inuUipUQirt..liait9 w kamml mil aberuMiBgtf 
Anwendung von (Zl)t ' 


^ 
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!^9^t^X + 7y^ ^=9» und ähnlicherweisa 

Man befltimtte attn die in (#) bis Jetst bdiabig Hb 
oabiiieiide 6rt8«e t so^ das« 

Bierdureh mti 

(11) 9)*+;f»+t^' = l, 
und man kann nonmebr ^x»'^ ^ ^® Cosinus dreier 
Winkel betraehten, welche eine Gerade p mit den drei 
Axen des ersten Coordinatensystems macht. Weil a, ß^ y 
die Cosinus der Winkel der Axe der x des zweiten 
Systems mit den drei Axen des ersten sind, so ist 
^ ^9+^+7^ der Cosinoß des Winkels, den die Gerade 
p mit der Axe der ar des zweiten Systems macht. Diel-' 
ser Cosinus ist aber zufolge der ersften Gleichung in 
(9), =9) d. h. die Gerade p macht mit deir Axe der x 
des £weiteii Systems denselben Winkel, als mit der 
Axe der a? der iM*sten« Auf gleiche ArfT erkennt äiaä 
aus der zweiten der Gleichungen (9), das« p mfit den 
Axen der y, und aus der dritten, dass p mit den Axen. 
der X beider Systeme einerlei Winket mMiit* 

Nimmt man daher an, dase beide Systeme einen 
femeittsehafliioheii Anfangspunkt haben, so giebt ev 
immer eine dnreb denselben gelieffde, dttreli % x»^ 
bestimmte Gerade p^ welche gegen beide %iiteme el^^ 
nerlei Lage hat«*) 


*y Der Entdecker dietei merkwurdigeii Satzee iit Bel^rr Siehe 
dessen Abhandlaag : ForrnuZae genenUes pro tranälaUone quacunqtie cor- 
fionim rigidorwri in Nov* Commeni^ Peirop, Tom* XX. t wo der Satz 
sehr eioCRch durch dac aeometriidie Contracdon lewieten iit 
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f 129. 

Man denke Biob mn den gemrinsohaftKohen Anfangg- 
ponkt beider Systeme mit eintai beliebigen Halbmesser 
eine Kugelfläobe beaohrieben. Werde diese Yon den 
Azen der XyjfyX des ersten und aweiten Systems resp. 
in A,y B,y C, und Aj B^ Cy nnd ven p in P (Fig. 41.) 
getroffen, so sind so Fdge des Erwiesenen die Bögen 
PA^PA PB.^PB, PC,=:PCy und daher die 
sphärisohen Dreiecke B,PC,y C,PAn APB, resp. gleieh 
unjA ähnlich den Dreiecken BPCy CPA^ APB. Hier- 
aus folgt leicht weiter, dass die drei Winkel A,PJ^ 
BfPBy C,PC einander gleich sind, und dass mithin das 
eine System durch blosse Drehung um die Gerade /i 
um einen Winkel ^ssiA,PA^=^ etc. mit dem andern zur 
Deckung gebracht werden kann. 

Die Grösse dieses Winkels müss > sich ebenfalls 
durch a, ... /' ausdrücken lassen. In der That hat maa 
in dem sphärischen Dreiecke A,PA : 

cos AA =^ ^'OB PA, cos PA + sin PA, sin PA cos A,PA 

mithiD, weil ocs A,A = o, cos PA, = cos PA =r y, und 
wenn man den Cosinus von A,PA^=: etc. mit a bezeichnet: 

(12) a = y« + (l-9»)ir, 

worin man nur noch, mittelst (6) und (10), 9 duroh 
o,.../^ auszudrficken hat. Um aber einm.symmetri- 
schmi Ausdruck für «r zu erhalten, entwickle man sei- 
nen Werth auf gleiobe Weise durch Betraobtang der 
Dreiecke B,PBy C,PC^ und es kommt: 

|/'=pV^« + (1— V/*)«r5 

mitlnn wenn man diese zwei Gleichungen zu der vorigen 
addirt, und mit Berfidksichtigung Ton (11): 

(13) a + /J' + y"=arl+2a. 


OT {: 
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— Der Werth you hängt aaf eiae sehr eiofaf^e Weise 
mit der Hülfsgrösse t zusammen. Es ist nän^lich zu- 
folge der Gleichungen (C): 

/* +^» = 1 + 0« —/J'« — /'«, 
und nach (/>): — 2//^'r==2a— 2/^/'. 
Hiermit wird: 

S3s4(l + or)(o — <r), und rtön so 

folgUch nach (10) und (13): 

(14) T«=4(l + a)(l — a) = 4sinjr,P^«. 
80 wie daher % Xi ^ 4ie Cosinus der Winkel der 
Drehungsaze mit den Axen der Coordinaten sind, so 
ist f T der Sinus des Winkels selbst, um welchen das 
System gedreht worden.*) 

f . 180. 

[Im den KSrper ans sdner anföngüchen in die 
nachherige durch a^^^e fi^»ßf*y' bestimmte Lage zu 

•) Mittetet der 9 Glddumgen (6)^ (9) nnd (12) laiBen sich om- 
gekel^ sammtliche neun zur gegenseitigen Verwandlan g der Coordi- 
naten dienende Cosinns o» ... /' durch ö oder t^mS /l — a* nnd ^, 
Xf ^ ansdrocken. Die Werthe Ton a, ß*, /' geben die Glcicfannngen 
(12) nnmittelbar* Die Werthe der fibrigen finden aich naeh leichter 
Rechanng: 

y«-(i— <')Vy— i% «"«(i-^yyvy + ii/, 

a — (1— er) <PX—i^f ß^ (1 — «J^) 9/ 4- ^tV* 
Diese Formdn sind gleichfidls Ton Eni er gefanden worden. 
Nw, CommenU Pelrap. Tom» XX. Nmta metblodM moinm eorpanm n- 
pidMtim deierminandi. $• 22. YergL CreUe's Joomal II.' Band II. Heft» 
S. 188: Eideri formulae de troMfonMUme coordkuriormm Ton Jacobi; 
dasselbe lonm. YIU.Bd. ILHeft S.153: Grosert Ubtr di$ rerwand^ 
kmg der CMriiifiiiltfii im tUmme. 
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I 

briagen^ kaan «hui aiMh so verfaliren, dass maa 3ia 
saent parallel mit sidi fortbewegt , bie in Benig aof 
das erste im Räume miYeräoderliohe Coordinatensystem 
der im Anfaagspunkte desselboi befindliehe Punkt des 
Körpers naoh (a^ 6y e) tcommt, * mid dass man zweitens 
den Körper um diesen Punkt drehti bis die Coordinaten- 
axen die ^nteh a, /f, • • • y* bestimmten Riebtungen er- 
halten. Dieses letstere aber lässt sieb, wie wir so eben 
gesehen haben , immer dadureh bewerkstelligen^ dass 
man. den Körper um eine dnroh den Punkt gehende, 
duroh 9, Xy '^ ihrer Richtung naoh bestimmte, Axe am 
einen Winkel dreht, dessen Sinus sx^v ist Jede Yer- 
rückung eines Körpers kann daher als sasammengesetzt 
ans einer parallelen Fortbewegung und ans einer Drehung 
um eme gewisse Axe betraehtet werden« Dnroh die 
parallele Bewegnug wird aber das anföngliohe Gieioli» 
gewicht nicht aufgehobeu, indem die Coordinaten a, b^ e 
aus den Bedingongsgleichungen (5) oder (8) für. die 
Fortdauer i^n Gleichgewiohts heransgegangen sind, und 
wie auch schon daraus erhellet, dass jede Kraft parallel 
mit ihrer anfänglichen Richtung auf denselben Punkt 
des Körpers fortwirken' soll Bei der Untersuchung 
fiber die Fortdauer des Gleichgewichts kommen daher 
bloss die Werthe von e, « • • y' oder die Winkel in Be- 
tracht, weldie die CooriUaatenaxea in ihrer neuen Lage 
mit den Axen in der alten Lage bilden, und diese 
Winkel nicht einmal vollständig, sondern zufolge der 
Gleichungen (8) blos^ die durch die Winkel bestimmte 
Axe der Drehung. 

GHnd daher zwei nicht parallele Lagen des Körpers 
gegeben, in .deren jeder Gleichgewicht statt findet, ^^ 
Iws^ß sich daraus, noch unzählige and^e Lagen finden, 
welche denselben Zweck erfüllM, Indem man nibnlieh 
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mit f^m K(k!per '^io re^itwidkligea CoordiontaiNl/^taiti 
fest yerbindet und die zwei Lagett dejieeU>«ii,^ ^eLohß 
eis bei den zwei Teraobiedeaen Lagen des Kpr^ers hat, 
mit einander vergleiobt, ergeben sich die Werthe von 
a,.../', und ans diesen nach (tO) und (6) die Werthe 
Ton T, % /, t//, von denen die drei letzten wegen des 
Gleichgewichts den drei nothwendigen ßedingungsglei- 
cbiingen (8) Geringe leisten werden. Da diese CHei- 
chungen aber auch hinreichend sind, so wird mit 6^- 
behaltnng von g>f Xy V^ und beliebig anderer Annahme 
von T das Gleichgewicht noch bestehen; oder mit andern 
Worten: 

2ki zwei einander nickt paratteleh Lixg^n eine* 
Körper9 tässt 9ich immer eine Jtic/Uung finden^ eo 
dasi der Körper durch Drehung um eine mit dieser 
RielUung parallele Axe aus der einen Lage in eine 
mit der andern parattete Lage gebr^wkt werden kaumi 
und wenn der Körper in jeder dieser beiden Lagen 
im Gleichgewichte ist^ so- ist er es auch in Jeder 
drittem^ in welche er durch weitere Drehung um 
iene Axe und durch partdiele Fortbewegung verr 
setxt wird. 

Ein Fall, dessen wir hierbei noch besonders ge- 
denken müssen, ist der; wenn zugleich 

/=/?", a"=y,/?=a' 

ist. Alsdann hlelben die Terhältnisse zwischen o^, /, ^ 
nach den Formeln (6) unbestimmt, t Biet dör doppelte 
Sinus des Dfbhmigawinkels wird =0, nnd daher dieser 
Winkel selbst entweder =0, oder =tSO*. Im er^terh 
Falle sind ifin beiden Lägen des fi6r|»era, wo' nicht 
tdentkcb, dacb iwit etmuidor paraUeL < lai letat«rn bat 
zwar eine DrebMg üMt fefondeily «Mb lasse» sieh, 
dann die Wetfbi von; yi^i/i^aittekt deir Formtiin (12) 
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b6stlinm6n, indem ir, ab der Costnufl des Ordivogs- 
Winkels, «ss— i, und damit 

werdM. Da aber t in den Formeln (6) jetzt niobt mehr 
nnbestimmt bleibt, so kann ans dem anfängliohen Gleioh- 
gewiohte und dem Gleiohgewiohte naoh einer Drehung 
nm i9(f noob niebt auf das Gleiebgewioht naoh einer 
Drehung um dieselbe Axe um irgend einen andern 
Winkel gesehlossen werden. 

f. 131. 

Wenn das Gleiebgewioht zwisoben mebrern auf 
einen Körper wurkenden Kräften duroh Drehung des 
Körpers um eine gewisse Axe niobt aofgeboben wird, 
so wollen wir die Axe eine Axe des Gleiobgewichts 
nennen. Jede mit einer soloben parallele Axe ist bei 
einem frei bewegliohen Körper, den wir bisher allein 
in Betraohtung nahmen, ebenfalls eine Axe des Gleioii- 
gewiohts, da ihre Lage bloss duroh die Winkel, weloke 
sie mit den Coordinatenaxen bildet, bestimmt wird. 
Doob wollen wir der Kürze wegen von diesem Systeme 
paralleler Axen, als wie von einer einzigen, spreoben, 
und unter der einen, welobe genannt wird, die übrigen 
ihr parallelen zugleich mit verstehen. 

Niobt bei jedem Systeme von Ear&ften, welohe an 
einem frei bewegliohen Körper im Gleiohgewiohte sind, 
giebt es eine Axe des Gleiohgewi<dits. Denn aus der 
zweiten und dritten der Gleiohungen (8) folgt: 

(15) ffixi^f=ghF^%FG+Hk.BF^Ggy 

und wenn man diese YerbftltnisswerttLe von f , /) V' '^ 
der ersten jener Gleiohnngen snbstituMs 

(16) IFOB+F^f+O^gJ^H^h-^fgh^^ 
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Dies ist demnaoh die Bedingungsgleictiungi unter 
irelobfer eine Gleidigeviehtdaxe ' statt findet Wird sie 
erfüllt, so erhält man aus (15) die Yerh&ltnisse zwisebea 
fyXj'^y und damit die Winkel, welehe die Gleichge- 
wichtsaxe lüit den Axen der Üoordinaten macht. 

f 132. 

« 

Soll ein System von Kräften, welehe im Gleiphge- 
mohte sind, eine Gleidigewiohtsaxe von einer duroh 
99X9^^ gegebenen Richtung haben, so müssen die drei 
Gleichungen (8) einzeln erfüllt werden. 

Werde z. B. gefordert, dass die Axe der » eine 
Gleichgewiohtsaxe sey. Alsdann sind 9 und / = 0, und 
die drei Gleichungen ziehen sich zusammen in: 

d. i. SsZ^O, SyZ==:Oy 2ixX+yY) = 0. 

Die zwei ersten dieser Gleichungen geben, in Yer- 
. bindung mit der wegen des anfänglichen Gleichgewichts 
Böthigen Gleichung SZsssO^ zu erkennen (f. 73. Zus.), 
dass, wenn man jede Kraft an ihrem Angriffspunkte in 
zwei zerlegt, von denen die eine parallel mit der Ebene, 
der ar,y, die andere para^el mit der Axe der % ist, die 
mit der Axe der x parallelen Kräfte für sich im Gleich- 
g*ewichte seyn müssen. Die dritte Gleichung, in Ver- 
bindung mit den Gleicbmigen SXssO^ SY:sssOy 
S{xT—yX)sssOy deutet an (f. 1JE2.), dass, wenn 
die Kr%fte auf die Ebene der or, y projicirt werden, 
das Gleichgewicht zusehen diesen Projectionen durch 
Drehung des Körpers um die Axe der x^ als wo- 
durch die Ebene der jr, y in sich selbst gedreht wird, 
nicht anfgehoben worden dai^ Wir können daher auch 
sagen: 
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i^Iifr F^rtdmm^r 40m GMekg^wicM^y wmm der 
XSrp^r^ attf mehkm die KtS^ uMkem^ mm 4$ke 
Ase gedreht wird^ iei ee nSi/iig und Unreieikend^ 
daee ereiene dde Prejeeüeitem derKr^fU emf Ldnim^ 
teeleheman pmruUel $tdt der Axe durek die Amgriff^ 
fmnkte der Kräfte legty ßtr sieh im Oleiehgewiehte 
sAidj und dose xweitene dae Gleichgewicht zwischen 
den Projeetiimen der £rä/ie Oiff eine die Axe recht- 
winklieh schneidende JEAene hei der Jfrehung nicht 
nähert. 

f. 133. 

Dass diese swei Bedingungen die einsig notfawwiiii- 
gen zum Fortbestehen des Gleiohgewiclits sind, lässt nch 
ohne Zahulfenahme der vorhergehenden Rechnung auch 
Ibigendergestalt sehr ansohaulioh dureh Construction 
darthun. 

Sey AB (Pig« 42.) die Drehungsaxe, welehe man 
eicdi Tertical denke; MIV^ eine darauf aeraal geeetzte, 
also borisontale, Ebene. /^ sey eine der Kräfte des 
Systems und P ihr Angriffspunkt, so wie anok ia de« 
Folgenden bei Darsteihiog einer Kraft daroh eine ge- 
rade Linie der ia dem Aosdruoke der Linio auerst ge- 
setzte Buehstabe immer den Angriffiiponkt beseiohne» 

Sey TU die reohtwmkiige Projeotion reo PQ Jiaf 
Mir^undPü^QiSfiwei Perpendikel Toa/^,« auf «17,/^. 
Ha» verlängere noch 177 bis 0^ ae dasa TO^UT. 
Aladaaa ist, aaeh bei beliebiger Verräekong des K9r* 
pera, die Kraft P^ gleiohwurkend mit den aa-ddn Punk- 
ten Py T des Kärpera angebrachten Kraftea PR^ PS, 
T€, TO, d.L mitten Krifteo Tü^ PS und dem Paare 
PB, TO. 

Mao vsKCalire wÜ glaiobe Art «t jeder der «brigeB 
Kräfte des Systems und zerlege ee somit in drei aadere 
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Systemet in ein System Mi daoeii KrSfte TCTy.«. itt 
der horisiHitältD Ebene iKiY fieges, in ein System W 
von vejri»ealea Krftftea PSj.*. und ia ein System ff^f 
ans Paaren PJRy TO]..^ in TerÜcalen Ebeoen bestehend. * 
Da Dun By V^ W zusammen im Gleiobge wiohte seyn 
sollen^ und die einfaehe horizentale Kraft eder das hop> 
rizontale Paair^ worauf sich JST redueiren kennte , mit- 
der einfachen rerticalen Kraft oder" dem vertioalen 
Paare , worauf sicli V und ¥V in Yerbindung zorücfe 
füluren lassen lidnnten, nicht im Gleiehgewichte seyn 
kann, so müssen H fiir sich und V nnd 9f^ susammea 
für sich im Gleichgewichte seyn; also mnss entweder V 
und Wy f edee besonders, im Glmchgewichte seyni oder 
V muss sich auf ein dem W gleiches und entgegeiiu> 
gesetztes Paar 'tednciren lassen. 

Man denice sich jetzt den Körper um die Axe^JB 
um einen beliebigen Winlcel gedreht, wlfthrend 4ie 
Krftfte PQy... auf die Punkte Z^««», oder, was das- 
selbe ist^ die Kräfte TUyPSyPll und TOy etc. auf 
die Punkte P und T, etc. des Körpers^ parallel mit 
ihren anfänglichen Richtungen 5 zu wirken fortfahren« 
Die Kräfte Ton H bleiben dabei in der horizontalen 
Ebene MN^ die Kräfte von V bleiben verttcal, und 
eben so wenig wird die Yerticalität dev Ebenen der 
Paare von W geändert Da nun auch jetzt neeb zwi^ 
sehen Hy Vy W Gleichgiewicht herrschen soll, so muss, 
^s vorhin, M für sich im Gleicbgewidrte seyn, weleil«s 
die zweite der obigen BedingungeiK giebt: dass ntoiKoh 
zviechen den Projectienen der Klifte auf eine die Dre^ 
kungsaxe rechtwmkliob schneidende Ebene bei DrelMmg 
der Ebene in si<di seH>st das Gleicbgewidit besendani 
fottbestehei 

Perueit «lusa, wie veibin^ das Systein JT .ent we d w i r 
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ftr sloii im OlaiehgMldit« Myn, o4er ein dem IF du 
Gleiebgewieiit halteodee Paar sar Resoltaate habo. 
Bei DrehoDg des Körpers am jiB haben aber die nk 
jiB parallrtea Kräfte PS^ « , ., aus denen JT xosamm» 
gesetzt ist, ihre Lage gegen den Körper anTerändat 
behalten. Je naohdem daher V anfangs im Gleicbge> 
iriehte war, eder sieh anf ein Paar rednoirte , wird s 
anoh Jetzt aeeh im Gieiohgewiohte s^jm, eder mit ei- 
nem Paare gleiche Wirkung haben, dessen Homat 
dem des erstem Paares gleioh ist, dessen Bbeno als 
nrit der Ebene des erstem Paares einen dem Drdiiiop' 
Winkel glelehea Winkel maeht« 

Anders verhält es sieh mit dem Systeme fF ds 
Paam PB und 7V, eto. Die vertieale Ebene eiae 
jeden derselben bleibt bei der Drehung sieh selbst p» 
allel, mitlun bleibt au<di die Wirkung jedes Paares oa- 
geändert (f. 50«) $ und je nadidem fF anfäng^idi im 
Gleichgewichte war, eder sieh anf mn Paar redaeirte, 
wird es anoh jetst noch im Glmdigewichte, eder mit 
demseUben, aueh seiner Lage naoh unverändert geUi^ 
benen, Paam gleichwirlcend seyn. 

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass jedes der bei- 
den Systeme F und ¥F fiir sieh im Gleiohgewiehte 
seyn mnss, indem sonst, wenn sie anfangs auf zwei 
sieh das Glmohgewieitf haltende Paam sich redsoirt 
hätten, bei der Drdinng des Körpers das von fhm- 
rttrende Paar noh mit gedreht hätte, die Ebene dai 
andern aber sieh parallel geblieben, und somit das 
Gldchgewidit aufgdieben worden warn« Das Gieicih 
gemeht von V^ eder das GMohgewioht zwiaohea 
4en aaek Parallelen mit der Axe gesehätsten Kräften 
des Systems ist demnach die zweite, eben zuerst ge- 
Aaanle, Bedingnug fbr die Feildauer des Gleichgevieiitiy 
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und, da bMrvoB daa Gleiöligeiridit des fiffftem» IP 
eine Bothwendige Folge ist, keine dritte Bedingmig 
veiter erferderliolu 

— Wir nabmeii bei- dieser Beweisfiihnieg deo.Dre- 
httDgswinicel beliebig an* Ist er gerade sssi80% so 
kommen, die horizontalen Kräfte des Systems ff m 
Beziig auf den Körper in eine ihrer atifangliehen direot 
entgegengesetste Lage und sind daher, so wie anfangs, 
auch jetzt wieder im Gleichgewichte* Damit also naoh 
eioer Drehung um 180° noch Gleichgewicht statt finde, 
ist es nmr nöthig, dass das System V oder die nach 
der Drehungsaxe gesehätzten BIräfte des Systems unter 
sich im Gleichgewichte sind. — Daraus also, dass nadi 
einer Drehung um 180^ das Gleichgewicht noch bestebt| 
kami noch nicht auf die Fortdauer desselben bei irgend 
einem andern Drehungswinkel geschlossen werden. 
(f 130, zu finde.) 

f. 13«. 

Ebenso wie P:=0, £r=0, A=sO die Bedingungen 
sind, unter denen die Axe der z eme Axe des Gleich- 
gewichts ist, so drücken &:f=0, JJTsO,/:»» die Be- 
dingungen aus, unter welchen der Körper^ ohne das 
Gleidigewlcht zu verlieren, um die Axe der ^ gedreht 
Verden kann. Sind daher F^G^H^fyh zugleich =:0^ 


so giad sowohl die Axe der x, als ^e der ^, und 
<iUe mit ihnen parallelen Axra, und nicht allein 
diese, sondern auch alle mit der Ebene .der «, x 
überhaupt parallelen Axen, Axen des Glmhgewichts. 
^nn %t jede dieiser.Axen ist /=0, und mit den 
sechs Gleichungen F, &, Hyfyhj x—^ wird den drei 
Gleichungen (8) Genüge geleistet. Wenn folg^oh von 
^wei Axen, wddie einen rediten Winkel mit einander 
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maaliOT, eiae {ede ^a Gleiohgewiditsaxe M, m ist « 
Midi jede andere, wel^e mit der Ebene dee Winkdi 
parallel läuft« 

Um Ae Sadie allgemeiner za nnlersadiea) seyen 
irgend mret einander niobt parallele , durch f^Xy^. ^^ 
9%/jV^ bestimmte Axen OieiehgewiebtsazeB mgleiiA. 
Alsdann mnss seynr 

i — ff+xB+i^G^Oj 

(8) j tpJI-xg +^F=1ly 

(»•) { 9'B-/g +if/F = 0, 

[ Es folgt aber, wenn inan zur Abkurznng 

setzt und die erste Gleichung in (8) mit der ersten in 
(8*) verbindet: 

— y^: // : £r =r/i : y 2 r, 

und eben so durch Verbindung ^er zweiten und dritten 
Gleichung in (8) mit der zweiten und dritten in (8*): 

ßi — g : P=p : y : r, 

Gl Fi^ A=p:fir, 

. Eliminirt man hieraus die Grössen p, y, r, von de- 
lien höchstens nur eine ssO sejn kann, indem sonst 
die beiden Gleiebgewichtsaxen einander parallid oder 
identisch wäre% so erhält maa nicht mehr, als folgende 
drei von einander nnabhäpigige Gleichungen: 

fF+0£r*=4^ gO-^HF^a^^ kB+FQzxztk 

Dies sfatd demnach Ae Bedingongsgleiehangeo, 
b^f denen zwd Glei^gevid^tsaxen zagleieh yorhandeii 
dnd. Efimfatirt man aber damü^^, A aas (8) oder(8*)y 
m ertkäiC man Jedesmal dieselbe Ctteichttngs 
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als die einzige jetzt zwischen den % Xf V^ der einen nnd 
andern Gleichgewichtsaxe zu erfüllende Relation. Die» 
ser Gleichung leisten aber nicht bloss die Torigen cwd, 
sende» auch alle diejenigen Gieichgewiobtsaxen Gen^gC) 
welche parallel mit der Ebene sind^ deren Gltiehiusg 

€Ueh>i »t difher iei einem KSrpeTy wekher im 
Steiehgewiehte fst^ »wei einander nieki puraUele 
GMekgemeh^axeny ee Hnd ee uueh noth alle dieje- 
nigen^ melehe mit erjtern beiden einer und* derutben^ 
Eikene parallel laufen. 

Hieraus ist leicht weiter zn folgern, da9$y wenn 
ein KSrper drei OleiehgewieMi*asen a^ äy r Aat, 
me/kAe^ nicA^ einer und derselben Ebene paraUeisindy 
omfA jede vierte Ax'e d eine Gleiohgeufiehteaxe iiu 
Betin denkte wir fms sSmmtlicIie Axen dorch eineik.iittd 
denselben Punkt gehend (f. iSt.),^ uttd werde dann "ehH^ 
dnrcb a nnd ^gelegte Bbene n^n ider Bbene 4n^(äie 
imdVf \ei d^ Geradeii e gesehriitten, so dsisi* ^* tnit ^ 
imd b in eindr Ebene ist, und dei^leicben d sifil'it «ad e. 
Da nun a und ifr GHeiehgewiebtsaxen sind, sc nhiss auch 
e eine solche sc^ni und weit e und tf. es siod, so muss 
es auch d se;n. ^^ Wir kdnnen^den -hiefmil bewieii^ntiir 
Satz auch so ansdrSdreDi Ist e^ Körper Jm Gleiohge« 
blickte, nnd «itni .IKeses durch dtef Terschiedene Ver« 
räckttagea nteht %«%ehebefrV #oh dhofcit es ' im: Allgk 
rtemn anöfaf bfei-Jc^der i4eitetf' l^üdktog' forf^ <rd^ir 
mit noch andehi ' Wortett; - • 

IH ein W&rper in vier vetetMedUnen Lage» ün 
Ghio^emehte^ so iet^ er es im Allgemeinen aueh 4n 


i^ifr fönftem, — - Uebrigena ist dam^ wie van Meht 
findet, jede der sechs Grossen F^O^H^f^ g^h dnzeln =0. 


f 135. 

im Gleichgewidite befindlieher Kdrper hat im 
AUgemeinea keine Axe des Gleiehgewiehts , da vm 
Yevbandeaseyn einer s(4ehen Axe die E^rfullong der 
BedingoDgsgleichung (16) erfordert wird. Indessen ist 
es doch immer mogiioh, zu den sich anfangs das Gleich- 
gewicht haltenden Kr&ften zwei neue das Gleichgeirieht 
niidit. stör ende Kräfte, hinzufügen , welche eben so, m 
die schon vorhandenep, auf bestimmte Pnnkte des KSr* 
pers mit parallel bleibenden Richtungen wirlsen, und 
wodurch es geschieht, dass der K^per eine Gleiobge- 
wichtsaxe Yon gegebener Richtung erhält. 

Denn sejen P« nnd /\, oder wenn wir sie 
den drei Coordinatenaxen zerlegen, (JT^, y^,Z|) 
(Xs9 y^y^z) ^o zwei neuen Kräftes A^ nnd A^^ odir 
C^i.yir*i) und (^2, y^, x^) ihre Angriffsponliite. Da 
das anfängliche Glciphgewicbt des Körpers durdiHiop 
znfiigfiQg dieser zwei Kräfte nicht aufgehoben werdn 
soll, so mfissen letztere zn .AnfiEmge einander ebenfalls 
dail $9ei<4i06wicht halten. Jflithin muss sejn (4« 66*)* 

; ..i, + X, = ft r, + r, =0, jz^, + ^, =0, 

sHirtj^ena^wir-JCi,, r^iJi bierans eUminir^: 

.(«» — «i)-3Cj «(ä-,— ^JJKj, eta 
felglich, wenn wir |io<^ die von A^ bis Az gezogette 
Gerade =3:r, 4ie Ccsjons^der Winkel dieser Geraden 
mit den Coordinatenaxen = X, fi, y, und daher 

setzen: . 
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Mitbin wirkt P^ 4n der Liaie r, wie scfbon au« il0in 
YII^ Grundsätze in f. 14« fliees^ und es ist^ wenn wir 
diese Kraft . positiv annehmen, sobald sie nach der 
Richtung A^ A^ wirkt , also den Punkt A^ von A^ zu 
entfernen strebt: 

Hiermit haben wir in nnserm Systeme von Kräften 
über sieben nene Grössen: «^0^19^19^, /'s und die 
zwei Verhältnisse zwischen X,|u,y, zu verfugen, . und 
werden diese. Grössen auf unendlich viele Arten so be* 
stimmen können, dass den drei Gleichungen (8), in de^ 
neu (prXy'^ ^^ gegeben anzusehen, sind, Genüge ge-- 
schiebt Die Rechnung hierzu, d«ren firgebniss uiis 
im nächsten Capitel von besonderem Nutzen seyn wird,^ 
ist folgende. * . ^ 

Heissen /*, "G^ H\f\ g' K die Werthe, welche 
F, &, ., « A erhalten, sobald noch die Kräfte P^ und P^ 
zn dem gegebenen Systeme hinzugefügt werden, und 
es ist zufolge der Gleichungen (4): 

^ ==F+(y, -yO Z, «F+r/'.fir,. 
und wenn noch der Kürze willen 

(a) . . . r/», = « 

gesetzt wird« 

F^=F+(tfiVy und eben so 

d. i. /'=/+ ^ 0*^+1'* )i und eben so 

g'=g + Q {y^^ +X^), Ä'=A+Ä(X^-^^^). 
Soll nun das |etzt um P^ und P^ vermehrte und 
durch F\ O', ... h' bestimmte Systepi eine durch 
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99 Xy ^ gegebene Axe dee Gldoligewiohts haben, so 
imiBe eeya (^; 

€r^ + erx^r9^o, 

Snbstitiiirt man hierin die für /^^ • • . A' erhaltenen 
Werthe, eo irird die erste dieser Gleichungen: 

well (Ä) X^ + fi« 4-1^2 ±=sl ist, nnd wenn man 
(r) Xa) + /M;^+i^=x setzt. 

Eben so yerwandeln sich die beiden andern Glei- 
chnngen in: 

Um diese Formeln and die naobfo^ende Rechnong 
noch mehr abzukürzen • setze man £e als bekannt aa- 
zusehenden Grössen 

H^^F^i, — gx^Dß^ 
Fx + eq>'-Ayjz=:Jfy^mi 

wobei aus (</) die Verhältnisse swisohen «,/$,/, und 
hieraus in Verbindung mit (e) diese Grössen selbst^ lo 
wie auch ß^ sieh finden lassen. 

Die drei BediujguJigsgletcboBgeo werden damtt: 

(/) lPfi^^{x--u^), 

Ans den fänf Gleichungen {6)y («), (y) mnss man 
nun die Werthe der eben so viel Unbekannten Xj fiy v^ x, ^ 
ztt bestimmen suohen. Zu dem Ende multipiicve man die 


I 


Von d«n Axen des Glddigewidits. 2{I9 

drei GMohungen (/*)' resp. mit (pyXyV^ ^^^ addire de 
hierauf, so kommt mit Beruöksichtigung von (li) und (d): 

Eben Bo folgt mit Rücksiebt auf {6) und (e)y wenn 
man die Gleichungen (/*), nach vorausgegangener Mnl- 
tiplioadon mit XyiHj Vj addirt, und /l nicht =:0 annimmt, 
indem ' sonst die drei Grössen Chp -f- JEf/ — ff^ etc> in 
[d) null wären, mitbin das System die durch q>yX9^ 
gegebene Axe zur Gleichgewicbtsaxe schon hätte und 
keine neuen Kräfte deshalb hinzuzufügen ndthig wären: 

ig) aX + ßfi + yv:=.0. 

Addirt man mdlicfa die Gleichungen {/^y nachdem 
man sie mit o, ßy y multiplicirt hat, so kommt mitBuck- 
sicht auf {e) und {g)\ 

D = Qiaq> + ßx + Yy^)^ 
Hieraus fliesst sogleich: 

(• ) 1— X' = («y +ßx+ yv)% 

oder, weil i = («' +/«* +y*) {<p' +x' +V>*) »«tJ 

($•) X« = (/?v — n)' + irv — «V')* + («z ^/?ff»)*. 

Die Werthe von X, /(, v ergeben sich dann am (,/), 
nämlich 

Somit ist unsere Aufgabe : Zu einem durch Fy...h 
gegebenen Systeme von Kräften, welche siöh das Gleich- 
gewicht halten, «wei neue Kräfte hinzuzufügen, wodurch 
das System eine durch % /, v^ ihrer Richtung nach ge- 
gebene Äxe des Gleichgewichts erhält, als gelöst zu 
betrachten. 

Aus Fy.^.hy 7,;^,V^ berechne man nämlich mittelst 
der Formeln {d) und (e) die Werthe tou Z>, a,/7,^, 
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«id hieraus mit Hülfe der Formeln (X)^ (s) oder [f), 
mid mit {£) die Werthe von Qy x mid ^^fh^* ^ ^^^^ 
Geraden 9 parallel mit der darch X, fi, v bestimmten 
mchtang) nehme man hierauf beliebig zwei Punkte 
Ai und JI2 und lasse resp« auf sie zwei einander gleiche 
Kjräfte P^ und P, nach entgegengesetzten Riohtaogen 
in der Geraden wirken ^^ dergestalt, dass, vermöge (0), 
ji^J^.P^ = Q iBty und P2 dio Richtung J^A^ oder 
jiz-di hat, also die Kräfte P^Pz die Linie, ^i^, aus 
einander zu ziehen oder zusammenzudräelcen streben, 
nachdem Q positiv oder negativ ist$ und es wird das 
nm diese zwei Kräfte vermehrte System bei Drehung 
des Körpers um die durch 9,/, V^ gegebene Axe im 
Gleichgewichte beharren. 

§. 136. 

Zusätze und Erläuterungen, a. Ton x wird 
unmittelbar nur das Quadrat gefunden. Dieses ist ver- 
möge {i*) positiv, und daher x, folglich die Lösung der 
Aufgabe überhaupt, immer möglich. Ob man von den 
daraus entspringenden zwei Vorzeichen für x das posi- 
tive oder negative nimmt, ist gleichgältig. Denn mit 
Aenderung des Zeichens von x ändern sich auch die 
Zeichen d«r Cosinus X, ju, v. Eine durch — X, — a<, — ^ 
bestimmte Gerade aber hat dieselbe Läge gegen das 
Coordinatensystem, ah eine durch X,ft, y bestimmte, 
nur die entgegengesetzte Richtung der letztern; und 
die Seite, nach welcher man die Richtung positiv nimmt, 
hat auf das Endresultat keinen Einfluss. 

6. Mit nur einiger Aufmerksamkeit auf die Formeln 
des vorigen §. wird man wahrnehmen, dass die zwei 
Hauptstäcke, weldie zur Lösung unserer Aufgabe er- 
forderlich sind: die anfangliche Lage der Linie uii-d^ 
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und die Grosse Qy auch durch eine sehr eiofadie Con- 
strnction aus den gegebenen Fy...hy tp^Xy'^ gefunden 
werden können. ^** 

Man dYiicke die drei Grössen €hp -f- Hx — ßf^ etc. 
in (d) durch Linien aus, trage dieselben Tom Anfangs- 
punkte der Coordinaten aus auf die Axen der a:^ y, x 
und vollende die l^igur zu einem Parallelepipedum. 
Zufolge der Formeln {d) und (e) ist alsdann />= der 
vom Anfangspunkte aus gezogenen Diagonale dieses 
Parallelepipedums^ und a, ßj y sind die Cosinus der 
Winkel, welche D mit den Axen der ;r, y, s; macht. 
Man bezeichne die Richtung dieser Diagonale mit /l 
(Fig. 43.) und eben so die Richtung der Gleichge- 
wichtsaxe mit <Z> luif^e^ anfangliche Richtung von 
j^i^2 vDLii A. Da nun O und A eben so durch ipyXyV^ 
und Xy f^y Vy wie ^ durch «, ßy y bestimmt werden, so ist 

X = Xy -f- f'X "h ^ ^=^ Oö8 A0y 
a(p + ßx + 'ytf/=^ cos JOy 
dk + ßfi+ yv = cos JA. 

Hiermit werden die Gleichungen (g) und (i): 

cos JAxssO und sin A(I>^ ssz cos J0^. 

Denken wir uns daher sämmtliche drei Linien JyA 
und durch einen und denselben Punkt gehend, so 
schneiden sich J und A unter rechten Winkeln, und 
hiermit -kann die Gleichung (f) nicht anders bestehen, 
als wenn O mit J und A in einer Ebene liegt. 

Mittelst der bekannten Linien und A wird dem- 
nach'^ ganz einfach dadurch gefunden, dass man in 
der durch und J bestimmten Ebene auf J eineNor- 
inale. errichtet. — Zieht man hierauf durch die End- 
punkte des in J liegenden Abschnitts D Parallelen 
mit Ay so wird vermöge der Gleichnag {A)y welche jetzt in 
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übergebt 9 der zwiscben diesen ParaUeleD entbaltene 
Theil TOD OyssQ sejn. 

. c* Sobald der Körper nm die Gleicbgewicbtsaxe 
gtidreht zn werden anfangt, geben die Kräfte Pi und 
/'s» weldbe anfangs in die Linie A^A2 fallen nnd sicl^ 
das Gleiobgewict^t ballen, in ein Paar über, und dieses 
Paar ist mit den gegebenen Kräften des Systems stets 
im Gleichgewicbte 9 folgliob das Paar — /*,, — P2 mit 
den gegebenen Kräften gleicbwirkend. Wir keimen 
daber das im Vorigen erhaltene Resultat anch folgen- 
dergestalt ausdrüoken: 

Wird ein Körper^ auf welchen mehrere nch dos 
Gleichgewicht haltende Kräfte wirkeny um eineAxe 
gedreht y $9 hört das Gleichgewicht im AUgemeiften 
aufi und die Wirkung der Krqfte reducirt^ $ich mj 
die eine» Paares^ dessen Kräfte man eben sOy wü 
die erstem Kräfte ^ auf zwei bestimmte Punkte des 
Körpers mit unveränderter Richtung und Intensität 
wirkend setzen kann. 

d. Dass sich das Gleiohgewioht bei Yerrückang 
des Körpers in die Wirkung eines Paares verwandelt, 
gebt^ schon aus den ersten drei Bedingnagen des Gleich- 
gewichts: 2'X=0, 2F=0i 5Z=55:0» hervor, als welche 
von den Angriffspunkten nnd mitbin Ton der Verrückaog 
unabhängig sind und auch dann noch statt finden, wenn 
sich das System auf ein Paar reducirt (§. 70.), Dass 
aber bei Drehung des Körpers um eine und dieselbe Axe 
die Angriffspunkte, Richtung und Intensität der Kräfte 
des Paares unveränderlich angenommen werden können, 
folgt erst; aus der jetzt entwickelten Theprie» 

e. Von den sieben Grössen x^^ y,, ä^, r, fvi 
2. : f«, f^ : ^9 welche zur vollkommenen Bestimmung def 
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zwei hinzuzufügenden KrS£te Pj , P^ ^^^ ihrer Angriffs- 
punkte A^y 4 2 erforderlich AnAy können durofi die drei 
Bedingnngsgleichungen für die Fortdauer dei w^ichge- 
wiohts bei der Drehung um eine gegebe^e Axie nur 
drei, oder ^rei von den 8ieb.en abhängige^ Grossen. be- 
stimmte Wertbe erbalten. In der l^faat j^iideh wir 
durcb unsere Rechnung nur' den W^rt^i. des Pjqdjucts 
rP^ und die durch X : (jl und fi : v bestimnitö" Lage von 
r gegen die Coordinatenaken. Tier Stücke ? wo^dr wir 
die drei Coordinaten ^l^yi^Xy des eineh Angriffspunk- 

' \ •'• ■*'*!« ••■ 

tes A^ und seinen Abstand rvom andern^^, rechnen 
können« BTi'ebeQ der Willkübr überlassen, \ 

Es ii^t nicht schwer, von der willkäl^rliöhen .Be- 
schaffenheit dieser vier Stücke aus. der üfatur^der Stiche 
selbst sich zu überzeugen. Denn s^j ' $" irgend ' eine 
mit r parallele und, eben so wie r, mit dem Körper 
Seit verbtiiideMilLfinie^ aiif der i}b £ttd|iunkt0 sirei ein- 
ailSer gleicbW «od einander direirt ^mtgegmgfintasü 
Kiäfte 8i und ^f^^ wirken,. ä» dass «S2 is«^14^. Ndek 
dem der Körper gedreht worden, mache die L«äii»> «^ 
und folglich rach die mit' ihr paralleji gebltel^pne «, mit 
den der anfiäi|glicben Lage vqd r uiid « piPifallel ge- 
bliebenen Krüften jP^P^jÄ^, ä, dep Wiökel *• Bier- 
mit l^ben sich P^ und P^, in iC^ Paiir f.etwandek, 
desseq Moment z=ir P^ sin <f = ^ sin <f., und eben . so 
Bind iSx und jSi2 in ein Paar . übergegangen, dessen 
Moment = ^S^ sin <f = $ sin ^. Beide Paare habeii 
mithin einander gleiche Bf Omenta ,^ und da sie über- 
dies, wie leicht einzugehen^ in parntlelen Ebenen lie- 
gen, 80 haben sie äuöh gfetchie Wirkung, nnd es kann 
foiglidi d|M eitle % Q^s radMe !f;ektot«t werden* j 
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§. 137. 

Ein System von Kräften y welche nicht im Gleiob- 
gewichte sind, kann^ wo nicht schon durch eine, doch 
immer dorch zwei neue Kräfte, und dieses anf nnenffioh 
viele Arten, in den Znstand des Gleichgewichts gehraoht 
werden. So ine wir nun im Vorigen zu einem schon 
im Gleichgewichte befindlichen Systeme zwei neue Kräfte 
hinzufägten, wodurch das Gleichgewicht nicht nur nicht 
gestört wurde, sondern auch bei der darauf folgenden 
Drehung um eine gegebene Axe noch fortdauerte, so 
wollen wir jetzt bei einem Systeme von Kräften, welche 
nicht im Gleichgewichte sind, die zwei zum Gleichge- 
wichte noch erforderlichen Kräfte so zu bestimmen 
suchen, dass das Gleichgewicht durch die Drehung nm 
eine gegebene Axe nicht unterbrochen wird. 

I^dem wir dfo nrspränglichen Ki^äfle und die zwei 
Unzaznfiigmden, so wie die Angriflspunkte ihrer aller 
mit denselb«! Charairteren, wie yorhin, ansdrucken mi 
Sberdies 

j ,pr=Ä, sxx=G, 5^z=er, 

l*^ \SZ = C, 2xT^H, SyX= JST, 

lSiyT + %2S):=fy 2(«Z+4rX)=^, etc. 

setzen, haben wir zuerst wegen des anfanglichen Gleich- 
gewichts die sechs Gleichungen: 

ix, +-¥, + ^ = 0, 
r, + Y.+Ä=o, ^ 
Z^ +Zt+ c^o. 

[8] («t-X. + «,Jr, +G=x,Z,+x^Z,+€r^&\ 

x,Y, +4r.r, +isr=y,jr. +y,jr,+Ar'=J5r. 
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Setaen wir ferner 

)yt y. +y2T^ +»i^i +«2-2^2 +f=r, 

nnd wird, wie im Vorigen, die Riohtung der Gletehge- 
ivichtsaxe doreh % Xy ^ besdnunt, so kommen wegen 
der Fortdaner des Oleiohgewiehte zn den seeliB CHef- 
cbungen [2\ und [S] nooh die drei binza 

und man hat somit zur Bestimmung der zwölf gesuch- 
ten Grössen X|,*.^i729<^i>«**^2 laicht mehr al^ neui| 
Gleichungen, so dass drei dfeser Grossen oder drei 
Ton ihnen abhängige Functionen der Willkühf übeirlässen 
bleiben. , 

Den Jjdfang der hierzu nöihigen Rechnung mache 
man damit^ dass man X^, Y^yZ^ aus [3] und [4] mit- 
tekt [2] eliminirt. Setzt man dabei, wie im Obigen, 
die von (^i*yij«i) bis (^2,y2>«2) gezogene Gerade 
= r, und die Cosinus der Winkel dieser Geraden mit 
den drei Coordinatenaxen = X, /ei, v, also 

80 kommt nach vollzogener EUmioatioD: 

[rXXt +rfiYt —*,^—y, !?+*=*'. 
Da die SnbetHution dieser Werthe toü F^^ . . . A' 
in 15] eine älteu domplicirte RtofaBOog geben worde; «o 
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wolle^i wir das Coondinatensystem so gelegt annehineD, 
dass die Axe. der x tnit JtBr Axe, um welehe der Rö^ 
per gedreht werden eoU, zniaminenfilllh Hierdarch 
werden 9 =s o^ ;f =: €, v/ =&= I, die Gleiehnngen [5] Te- 
dueiren iieh damit aof 

fl^'=^0, F''«rO, >6';=^0, 

und wir bekommea Teroiöge (7] und {S] folgende seebfi» 
die Lösung unaers Problenis enilialt0ndeii> (Heiehuiigen: 


welehe sich nach EUiaiaatioQ von' Xi> Y^^'^t aaf fol- 
gende drei rednoiren : 

Bieraus Icann man noch X, /u^y wegschaiFenttiia 
man erhält damit: ' ^ " 

[c] 0= [(P'V.Cr) (G^z.Ä)- (e'^.C) (f^a.ÄW {Ä.r,.|.y,ll) 

eine Gleichung, die, wie die weitio'-^ EQtadpkelung der- 
selben zeigt, nur vom ^weiten Grade i«(t. 

Der Punkt (4?t,.y,^^i) Uegi ^eqinaoh in siiuv 
Fläohe der zirpten Ordanag; und in derselben Fläche 
ist auch tter Punkt (^i^aV^a^^a) enthalten. Denn die 
Gleioiiiingeii-(A)y «od folglich andi 4ie aus ihnen abge- 
leitete [c\^ bleiben auch dwin nodi richtig^ wenn man 

Werthe. iron J^ty^nf^ty ^bstituirt Da ferner bei die- 
ser Stthstittttion 4i0 GriisSa r beraasgetit) nnd daher 
aana vttUuihrUeh aamiMMnieii werden kann« se erhcdle^ 
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dasB nioht nur die Puuktq (ü^i>«0 ttod {ar^y^i^fuHbut, 
sondern auöb alle übrigen mit iboen in einer Gerade« 
liegenden Pnnkte in der Fläobe enthalten gind» ism 
mUhin diese Fläche der zweiten Ordnung durch Bewe^ 
gong einer Geraden erzengt werden kann uad.fplglkh 
ein hyperbolisches Hyperboloid ist. 

Hat moH demnach ein System von Kr^fim^ wel- 
che fidcht im Gleichgewichte eindy so können Kwei 
Kräfte hinseugefügt werden y wodurch ein auch hei 
der Drehung um eine gegebene Axe fortdau^rndeß 
Gleichgewicht entsteht; oder^ wßs dasselbe ist 2 die 
xwei Kräyte^ auf welche das System xurnekgefuhrt 
vierden kann^ lassen sich so bestimmen^ dass das Sy- 
stem bei der Drehung um eine gegebene Axe, a^ 
sie reducirbar bleibt. Dabei lässt sich ein hy^erbo- 
lüehes Hyperboloid angeben^ von dessen xwei die 
Fläche ,er»eugenden Geraden die eine die Eig^nechaft 
iesitssty dass die Angriffspunkte der »wei- Kräfte 
^iUkMrlich in irgend einer der Lagen dieser 6e- 
roden genommen werden können. 

Sind auf diese Weise die zwei Angrifibpunkte b^ 
stifflnit worden, so ergeben sich die zwei Kräfte selbst 
aus [a] und [sj. * 

§. 138. 

Die zwei Kräfte, auf welche ein System von Kräf*- 
ten im Allgemeinen immer zurückgeführt werden kann, 
wurden im vor. §. so bestimmt, dass, wenn der Körper> 
auf den die Kräfte wirken, um eine gegebene Axe ge- 
dreht wird, diese zwei Kräfte mit den Kräften d^s Sy- 
stems immer gUichwirkend bleiben. Die Wirkung der 
zwei Kräfte, und mithin der Kräfte des Systems, auf 
die Axe wird während der Drehung im Allgemeinen 
Vttänderliob sejn, da die Angriffspunkte der zw«i Kräfte 
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gegen die Axe eise iinner andere Lage bei der Dre- 
hnBg im Allgemeinen einnelunen. Nur in dem Falle 
werden die Kräfte des Sjstems anf die Axe fortwälireDd 
dieselbe Wirkung anaiiben, wenn Ton den zwei Kräften, 
anf welche sie redneiit worden sind, die Angriffspiukte 
' in die Axe selbst faHen. 

Eine solche Axe, welche die Eigenschaft besitzt, 
dass, wenn der Körper um sie gedreht wird, die aof 
ihn wirkenden Kräfte auf zwei die Axe selbst treffenie 
Kräfte reducirbar bleiben, und dass mithin, wenn an 
ihr die zwei Kräfte nach entgegengesetzter RicbtoDg 
angebracht werden , ein auch bei der Drehung danera- 
des Gleichgewicht entsteht, eine solche Axe wollen ivir 
eine Hauptaxe der Drehung nennen. 

Sie ist in gewissem Sinne dasselbe fiir ein System 
von Kräften, die keine einfache Resultante haben, was 
fiir parallele. Kräfte, die sich auf eine einzige Kraft 
reduciren lassen, der Mittelpunkt war. Denn ao wie 
der Mittelpunkt eines Systems paralleler Kräfte bei 
Drehung des Körpers um denselben fortwährend den 
nämlichen auf ihn unmittelbar gerichteten Druck erlei- 
det > so wird auch die Hauptaxe, wenn der Körper am 
sie gedreht wird, von den Kräften des Systems stets 
auf dieselbe Weise gedrückt und kann durch zwei an 
ihr selbst angebrachte Kräfte im Gleichgewichte erhal- 
ten werden. 

§. 139. 

Die Hauptaxe der Drehung, weiiche einem gege- 
'benen Systeme von. Kräften zukommt, kann aus den 
Formeln des §. 137. ohne Sdiwierigkeit gefunden wer- 
den. Es wurde daselbst durch 9, x^ ^ die Richtung der 
Iteeiuingsaxe überhaupt, und durch X, ^i, p die Richtoog 
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der Geraden bestimmt, an welcher die vwti zur Erhal- 
tung des Gleichgewiohts nöthigen Kräfte angebracht 
wurden. Ist nnn die Axe der Drehung eine Hauptaxe, 
so sipd beide Richtungen identisch , und es istp daher 
in diesem Falle: 

Hiermit werden die Gleichungen [5]: 

Man substituire darin ivix f^g'^h' ihre Werthe aus 
[81, und für r'yO'\ fi^'' ihre Werthe aus [7], und zwar 
für jede der letztern Grössen ihren eröten oder zweiten 
Werth aus [7], je nachdem sie im ersten oder zweiten 
Gliede der linken Seite der Gleichungen [5^ sich be- 
findet. Dies giebt nach leichter Reduction: ^ 

und wenn man noch die Gleichungen [7] resp. mit 
^)/i,v multiplicirt und dann addirt: 

+ {H^H'—x,B+y,A)v=0. 

Dies sind die Gleichungen, welche nach Weg- 
Schaffung von X^yY^yZ^ aus [S^^] und [7] übrigblei- 
ben, und auis denen die in ihnen noch Torkommenden 
Unbekannten ^oyD^o^ A^>y zu bestimmen sind. 

Man setze der Kürze willen 


m 
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)X+ (6?- fiC) ^ + {ff- ff)v = 0. 
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[10] x;,a— yj»=?, x,i^^x^X=ri, y^^— ;F,f«=r^ 
woraas [11] JX + ly/* + fy = folgt ; 
und es werden die erbaltenen vier OleicbuDgen: 

l* ^ ]0 = A^ + Bfi + C;. 
Hieraas fllesst: 

= (^X + Ä^ + C7v)£ wegen [llf^ 

Lft—JUX= {JX + Bfi+Cr)^-, 
und daraus in Verbindung mit der vierten der Glei- 
chungen [123: 
[141 ^{Mv'-Nfi) + B{JVX'^Lv) + C{Lft — MX) 

^(JX + Bfi + Cv)0, 
, wozu noch die aus den drei ersten Gleichungen Ton [i^ 
unmittelbar folgende deichimg komiHt: 

[151 ^L + BJU + CJY=0. 
Somit haben wir noch ^yfi^^f also auch ^19^1)^1) 
eliminirt und dadurch atwei Crleicbungen zwischen A,ft,y 
erhalten^-von denen, weil It^M^N^O selbst homogene 
lineare Functionen Ton X, ^i^ v sind [9] , die Gleichung 
[14] eine homogene Gleichung vom zweiten, und [15] 
eine homogene Gleichung vom ersten Grade ist. Neh- 
men wir daher für den Augenblick an, dass die doroh 
die Cosinus X^ fiy v ihrer Richtung nach bestimmte Aie 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehe> so kön- 
nen wir Xy (ly V als die Coordinaten eines Ptmktes der 
Axe betrachten, und alsdann ist [14] die GleiehuDg ei- 
ner Kegelfläche, welche im Anfangspunkte ihre Spitze 
hat, [15] aber die Gleichung einer durch denselben 
Punkt, also durch die Spitze des Kegels, geheoden 
Ebene. Je nachdem nun jene Kegelfläcbe und diese 
Ebene sich schneiden, welches immer in zwei Geraden 
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geschieht, oder bloss äen gedachten Punkt gemein ha« 
ben, ist die Lösdng unserer Aufgabe möglich^ oder un- 
mögliqhy und im et^ten Falle wird die Richtung je^eir 
der beiden Durehschnittslinien die Richtung der ge- 
suchten Axe se3rn können, €0 da99 es daher entweder 
xwei Hauptaxen der Drehung y die auch xuscmmefi' 
fdUen können y oder gar keine giebt. 

Hat man die im möglichen Falle doppelt vorhandenen 
Werthe der Vefbältnisse Zwischen A, fiy v bestimmt, so 
ergeben sich mittelst [13] die zugehörigen Werthe von 
% Tjy ^» Diese Werthe, zwischen denen die Gleichung 
fli] obwaltet, in flO] substituirt, erhält man^ zwischen 
^1)^0^1 drei Gleiehjangen^ tY>tt denen aus je zweien 
die dritte folgt, also die Gleichungen für eine gerade 
Llflid, in tretehcr der eine Angriffispunl^t (^ijyi,«i) 
tmd zufolge [6] auch der andere [^29^29^21 ai^thalten 
ist. Diese mit der lUchtung {^j^,v)y wi^ gehörig, par- 
allele Linie ist demnach die gesuchte flauptaxe. In 
ihr können die zwei Angriffspunkte willkäbrlich genoip- 
men werden, da zur Bestimmung ihrer Coordinaten 
keine Gleichungen weiter vorhanden sind. 

Die in den zwei Punkteii anzubringenden Kräfte 
ergeben sieb jetzt ans [7] und [2]. Erstere Gleichungen 
gehören, wenn man X2, 1^2)^2 ^^^ Coordinaten be- 
trachtet, einer geraden Linie an, welche die durch 
^) /u, V bestimmte Richtung hat. Construirt man ^aher 
diese Linie, indem man i^z^yz^^i) zum Anfangspunkte 
der Goordinatto nimmt, so wird jede von («^2,^29^2) 
bis zu einem Punkte der Linie gezogene Gerade- die 
Kraft (X^y Y^yZ^) torsteflen können. — Die andiöre 
Kraft (JfTi, F^, Z J ist hierauf dtnrch die Gleichntigen 
[2] vollkommen bestimmt* 
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§. 140. 

IJm die jetzt vorgetragene Theorie dureh ein Bei- 
spiel ZH erliiutem, wollen vir sie auf den mo^lidi ein- 
facbsten Fall anwenden und für ein nnr aus zwei Kräf- 
ten bestehendes System die zwei Hauptaxen za be- 
stimmen suohen. 

Sejen demnach {Xy F, Z)j iX\ Y\ ZT^ die beiden 
Kräfte des Systems und (^, y, x)y {x^^ y^, lO ihre An- 
griflEspnnkte. Zur mögliohstea Abkürzung der Reduuig 
werde die Ebene der or^y so gelegt, dass die ersten 
Kraft in ihr enthalten und die letztere mit ihr parallel 
ist^ und daher le, iZ, Z^ =: sind. Zum Anfangspunkte 
der Coordinaten nehme, man den Angriffspunkt der e^ 
sten Kraft selbst und setze daher nooh x^y^zfi. Die 
nooh willkührliohe Ebene der Xy % lege mau durch den 
Angriffspunkt der zweiten Kraft , wodurcb y^=0 ^ 

Hiermit ergeben sich naoh [1] : 

A = X + X\ Ä=r+F, «7=0, 

#^ = , ©szr^'jr yH=xfY^ 

r^^T ,6^ = yB'=% 

/ = 0; , g^h^x'X'] 

und hieraus weiter nach [9]: 

Wie man leicht findet, reduoiren sich damit und 
wegen C^ssO die zwei au&ulösenden Gleichungen (14| 
und [15] zwischen X, fi^ v auf: 

{AP' — BG) {X^+iJL^) — {AH—Bh)Xv=% 

und wenn man darin für Aj By G, H^ F'yk ihre Werthe, 
durch Xy...^ ausgedrückt, setst: 

I. (Jrr — JCT) [»'(X^+fi*)-^'Xv|=0, 

II (xr'^x'Y)x'fi=o. 


y 
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Im AllgemenieB 9 d. h. ohne Voraassetzung einer 
besoBdem Beschaffenheit, des Systems , ist daher zu* 
folge n.: 

Hiermit wird I* im Allgemeinen: 

«V— jir'AysaP, also 
entweder ^ = 0, oder jiX — afy =4). 
Für die eine der beiden Hanptaxen sind daher 
1 SS Oy f4 =: 0, und .mithin y =s 1; 
fiir die andere aber verhalten sioh 

X : ^ : y =3 y : : :e\ 

Die eine Hanptaxe steht daher anf der Ebene der 
x^ y> d. i. auf einer mit den beiden Kräften parallelen 
Ehene^ rechtwinklig^ und 4ie andere ist parallel mit 
der Geraden durch . die Angriffspunkte (0^ 0^ 0) und 
{x\ 0, x^^^der beiden Ejräfte. 

Die Gleichungen selbst, welche den Hauptaxen zu- 
geUSren, lassen sich nun folgendergestalt finden. Mit 
Anwendung der Werthe 0. 0, 1 für X, fji, v, reduciren sich 
die für gegenwärtiges iSystem bereits bemerkten Werthe 
Ton Ziy. . auf: 

L=0, Üf=x0, ßrz=nAy 0=B. 

Hiermit, und weil C=sQ, werden' die Gleichungen [13] : 

Die Gleichungen [10] werden: S==— yi9r7=<^i>C=09 
und man erhält damit: 

als die Gleichungen der einen Hanptaxe« Sie gehören 
einer Geraden an, welche die Ebene der 4r,y recht« 
fpklig in dem Punkte schneidet, dessen Coordinateo 

Ah+BU Bh-^AH 

^» = > + B« ' y* " A^+B- 
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«faijl^ Mfd «Mtt efkrant Imi TergleMinf d«r««llm mit 
4eii Forfticla in f. 125», 4mb dieser Pitfitt kiiii ande» 
rer^ als .der Mittelpunkt des auf die Ebene d^:riy 
prejieirten Systems ist* Dean die dortigen ^y B, h 
haben hier die näaliohe '8edeut«igy iiad daa dc^ge^ 
Nj^^^ixT'-yX)^ ist einerlei mit den Uesigen^-^iSr/ 
»r^, weil iST'n: ist. 

Waa die aad^e flauftaxe aalangt, fkt walohe 
^ssO ist) aad sich Xt^^mx'xs^^ alae mubh =Ai O 
Terhalten^ so werden datniti 

/;=»0» M^Oy iVbteO; 
felglieh aaoh [13]: S^O, i^ttrO^ ^o^tO^ 
nd hierait nach -(10] t f^ dessO^ jr^flS'*^«ijr'«=aeO^ 
irelches die CÜeJohaagea für eine Oeimde aind» die 
ioroh die Pa»il&te (0, «, 0) aad <jr',t)«')» d.L dttrohüe 
Angriffspunkte der beiden Kt&fte, g^siü. 

Eä% mti" am9 ssm^i KrAfum iiM^fMUbß Sytem 
tat dßm$M6k Ai^ AttgM^trinim %wm ^^rnoki&dene B»tfi* 
mjtm$^ JM0 eine d^r^elben 0ieki n^rmml mtf ^^liMt 

und trifft diese Ebene in dem MitielfmmlM der %w$i 
tntf die E6em retAtwmUig prejii^r^e^ Kräfte. Die 
mmhre Mauptkare jgeit durch diB dmglriff^^umitß der 
beiden Kräfte. ^ 

Aasnahuien hiervon finden statt: 

1) Wena V=i=0 3st3 d. h. wean £e Cerade durch 
die beiden Angriffspunkte auf jeder der beiden Kräfte 
normal steht Denn damit trird ^e Gleichung II. ideo- 
tfsth) und I. rednoirt sieh auf X« + fi^ »±0; fedglieh ist 
itatüer X =c 0, jet ==: 0^ y t=± 1. hi diesem Falle mixstiih^ 
also die beiden Hauptaxen mh; jener Geraden. 

2) Weaa s^ und %' zngleieh^=« aind, d. h. ivenn 
die swei Kräfte einen gemeinsehafHicIien Angrtffispnokt 
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habeau Abdann weirlen 4ie Glcivshaiig«p J. wd IL fitar 
ftUe Tttrlullfausse iswisohw ^^/i, 9^ erSäüt, und jedß duroh 
den gememsamen Apgriffapiinkt ^ebead^ Gerad? he«itzt 
4i9 Eigenschaft einer Elaiq)ta;^e. 

3) Wenn XT=^X'Yj d. h. wenn die awei Kräj^e 
parallele Bichtnagen jiaben. Denn aach bier bleibf^n 
die Verhältaisse zwischen ^^fi^y unbestimnit^ nnd jed^ 
dnrch den Mittelpoakt der iwei parallelen Kräfte gp- 
l^gte Gerade ist eine Bauptaxe. 

Ist sf allein =0, hat man also zwei einander aijsbt 
parallele anf zwei versohiedane Poltkte in einer und 
derselben Ebene wii^kende Kräfte 9 so reduoirt moh Jf. 
auf Xv=sOy und es ist folglich entweder X=zO^ fi:s=s(l^ 
ys:::sly odcr Xz=ziy iM=0^ f^ssO. lu dicsem Falle giebt 
es daher, wie im Allgemeinen, und wie auch za erwapr- 
tsn stand, zwei Hauptaxen. JDie aiae derselben ist fpi 
anf der ' Ebene der Kräfte in d^m Mittelpunkte d^r 
letztern eiriphtetes Perpendikel; di^ an^re |st $eYi|r- 
bindungslime der beiden ^Aagriflbppnkte ^O^jDt) pnd 
(4/, % 0), and ftiUt daher jet^^t mit der JUe 49r >p ;Z|i- 
8ammen. 

4. 14t 

Dass , wenn «ein der Wirkimg »nur zweier }Kr|UP(e 
unterworfener jBlörper um einis di^r b(9idoa im y^r^gen 
§. gefundenenAzen gedreht wird, die zwqi Krl^fte gleiAb- 
wirkend mit jzwei an der jiedesmaligw Ax^ <Pielb||t ^- 
.gabrai^ten Kräften bleiben, die von .a^er&Qdei^licdiiir 
XAge und Intensität sind, dies ist fiir die Asii;, liweJehfe' 
dmch die Angriffspunkta der zwei gegehenon Jüiirif te 
geht, von selbst klar« Dass aber dasselbe #|iob iför 
die andere Axe gib, welche auf der mitJbeidaaiKrftülin 
parallelen Ebene normal steht, erhdUet ohne HJÜfe {die 
Galottls auf folgende Weise. 

18* , 
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Seyen /% and P9 (Fig. M.) die beiden KiriLfte, 
P und P" ilure Angriffspookte, MN eine durch jPQ 
gelegte nnd mit /^^ parallele Ebene. RS «ey die 
rechtwinklige Projection von /^^ auf MN^ und 
BT^SR in der Yerlängemng yon iSiK. Von P$ 
nnd RS sey u4 der Blittelpnnkt nnd AF die Resultante. 
Alsdann sind bei der Drehung um eine in A auf MN 
Bcrmal errichtete Axe AB die Kräfte PQ nnd /^^ 
gleichwirkend mit PQ^ RS^ P(t und RTy also gleich- 
wirkend mit der an der Axe selbst angebrachten Kraft 
AF und dem Paare P^^ BT. Da die Angriffspunkte 
JP^y R der Kräfte dieses Paares in einer Parallele mit 
der Axe AB liegen , se bleibt die Ebene des Paares 
bei der* Drehung sich parallel, mithin seine Wirkung 
angeändert und eben so gross iris die Wirkung eines 
ihm parallelen Paares, welches dasselbe Moment haf, 
nnd von dessen Kräften die Angriffspunkte in AB fal- 
len« Sind daher BCy AD die Kräfte dieses neuen 
Paares, so sind PQ und P^Q^ bei der Drehung des 
•Körpers um AB fortwährend gleichwirkend mit den an 
AB selbst angebrachten Kräften AF^BC^ADj d. L 
mit den zweien AO^BC^ wenn A6 die in u^ ange- 
brachte Resultante von AF und AD ist. 

Wiewohl nun hiermit auch synthetisch erwiesen 
^worden, dass die zweivoriiin durch Analysis gefundenen 
Axen die den Hauptaxen zukommenden Eigenschaften 
besitzen, so erhellet doch aus diesen synthetischen Be- 
trachtungen noch keineswegs, dass ausser diesen zwei 
Hauptaxen keine dritte existirt Eben dieser Umstand 
aber wird uns sogleich zu neuen, für die Theorie der 
Hauptaxen überhaupt sehr fmchtreichen, Folgerungen 
hinleiten. 


I . 
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|. 142. 

Auf den fn den «wei vorigen §^ nmsfändKoh be- 
trachteten Fall, wenn das System nur aus zwei Kräften 
- besteht, lässt sich auch der zusammengesetztere Fall 
turüokfiihren , wenn alle auf den Korper wirkendep 
Kräfte P^ J^, P'^ • • • einer und derselben Ebene par- 
allel sind. •— Man ziehe in dieser ^Ebene zwei unter 
beliebigem Winkel sich schneidende Gerade und zer- 
lege parallel mit denselben jede Kraft in ibrem An- 
griffspunkte in zwei andere: P in 2l und I^; P' in X! 
und Y'\ u. s. w. Von den parallelen Kräften X, X,\ • • • 
suche man den Mittelpunkt, welcher A heisse; eben 
so von den parallelen Kräften den Mittelpunkt B^ und 
setze noch JC-f-Jt' -!-.•. = X und r+ r' + ..,= F,, 
Alsdann sind, wie auch der Korper verrückt werden 
mag, die Kräfte PyP'y... gleichwirkend mit den Kräf- 
ten Xy X', ,••; 7, T', •.., und diese immer gleichwir- 
kend mit den Kräften X^ und F^, deren Angriffspunkte 
resp. A und B sind* Dieselben zwei Hauptaxen, welche 
dem Systeme der zwei Kräfte X^ und F^ zukommen, 
müssen folglich auch den Kräften /',JP',... angehören» 
Die eine Hatiptaxe der Kräfte Py J^, ••• ist daher AB] 
die andere steht auf der Ebene, mit welcher die Kräfte 
parallel sind, normal und trifft diese Ebene in dem 
Mittelpunkte der auf sie projicirten Kräfte X^ und F|, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in dem Mittelpunkte 
der auf die Ebene projicirten Kräfte P, JP", ..• 

Ausser diesen zwei Hauptaxen giebt es keine dritte« 
Wie daher auch in der Ebene, mit welcher PyPj... 
parallel sind, die zwei Geraden gezogen werden, mit 
denen parallel jede Kraft P in zwei andere, X und F, 
■erlegt wird, io muss doch immer der Mittelpunkt A 


> t 
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4er puanelea Kräfte XjX\... imd der Mittelpunkt B 
der ^ataHeleir Krifte T^ T, ... u ein« wd dieselbe 
Ckride^ foUenw 

4- 143. 

fVlr nnd hiermit noerwarteter Weise aa einem 
merkwnrdigea Salae gelangt, der^ unabhängig von dem 
Begriffe der Gleiohgewtohtsaxen, sieh oneh ohne Za« 
hiäfenahme der Theorie derselben bewMsen lassen moss« 
Wir«veilen diesen Bewms xuerst für den einfacheren 
Fall fiähren, wenn die Kräfte in einer Ebene enthalten 
sind, wo der Sat4 folgendergestalt lanten wird: 

Hat^ man ein System van Kräften in einer Ebene 
und xerlegt jedeKrirft an ihrem Angriffspunkte 
parallel mit xwei einander nicht parallelen Beck' 
lungen in der JSÜene in xueei anderey so ist die Oe- 
radey welche die xwei Mittelpunkt» der mit der einen 
und der mit der andern Bdehtung parallelen Kräfte 
verbindet j immer diewelbey wie auch die xwei eich 
sohneidenden Riektungen in der Ebene genommen 
seyn mögen; oder, wie dieser Sata andi nodi ausge- 
druckt werden kann; 

Werden durch die Angriffspunkte in einer Ebene 
wirkender Kräfte ParaUelen mit, einer beliebigen 
Richtung in der Ebene gezogen und aurf diese Par^^ 
aUelen die Kräfte durch Parallelen mit einer andern 
Richtung in der Ebene projicirty so ist der Ort des 
Mittelpunkts der proßcirten Kräfte eine gerade 


eweis. Zuerst ist klar, dass, MrtiA mthStttt 
j^arallele Kräfte JC, X\ . . ., mög^n sie in «iner Ebeire 
eihhalten seyn, öder nioht^ auf Lbien {»rojetrt werden» 
Ae, teit irgeikd Mn6r «AdMi Riehtttnef parallel, diirok 


To» tat Aam to GttkIgnMrti. S79 

die Angvi Apiiiikte dt r Kr&fte scle($t, sind» die pnükir^ 
ten Kcftfte S^ffy^*. denselbeii Mittelpunkt 4y als di« 
tniten» Kräfte, bftben. Dies folgt sogleich daraus» dasa» 
um dan Mittelpaakt eines Sjsteias paralleler Kräfte la 
findan» ca ac&aa biureiebt» die Aagriffspotikta der Kräfte 
und die Verhältnisse ihrer Intensitäten la einander w 
kennen. Die Kräfte X,, X'y * • . haben aber mit resp, 
Sy fff • • • einerlei Angriffspunkte , und vermöge der 
Natur der PrsgeetioaeB stehen letztere Kräfte in den- 
selben Verhältnissen zu einander, \vra die erstern; 
foIgHeb H. s. w. 

Sejen nun Py P*^ • • • mehrere Kräfte in einer 
Ebene voa beKeMgen Riebtungen, Man zerlege }ede 
deraelben in ihrem Angriffspunkte parallel mit awei 
unter l^eüebigen Winkel mch sohneidenden Riehtaagen 
b zwei: JP in JT und F, Z*' in X' und T\ etc. und 
sey Tea ^en parallelen Kräften X^ X% • . • der Mittet^- 
paakt Jy von Ty Ty ... ier Mittelpunkt B. 

Maa siehe duroh die Angriffspunkte Parallelen mit 

einer, wUlkührlichen dritten Richtung in der Ebene üail 

prQJieire auf aie aämmtliohe Kräfte PyP^y..n.\ XyX\^^*% 

Yy y% • » » durdi Parallelen mit irgend einer liertea 

Riohtung» Heisaea diese Pro}eetionen resp. Ilylty...i 

J?, £*,... ; HyH'y,. . Alsdann fallen Ily Sy H ia die» 

selbe GiHrade» haben mit P einerlei Angriffspunkt und 

es ist, weil X und Y, P, aar Resultante haben, J7 die 

Resnltante van S und H (f. 40.)> folglich iI^H+£^ 

Dasselbe gilt auch von den PrqjeGtionea der übrigst 

Kräfte JP",... Das Bjstem der Kräfte iT, JT,,.« tat 

daher gana identisch mit dem System Sy H> ffy H\ • # # 

und hat mit ihm einerlei Uittelpunkt« Nach dem vor- 

Ua BeaMskten ist aber der IMittelpunkt ron B, JT, • • • 

^edei mt dem Mitteltaakte ^ rea J^ J:\ . . .y u^d 
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der Mittelpunkt von f^ .ET .... einerlei mit dem Mittel- 
punkte B von Yy Y'y. Der Mittelpankt TOD Syffj..* 
HyH\... in Vereinigung, d. i. der Mittelpunkt von 
Ily iTy».^ föUt folglich immer in die Gerade jiB^ ^rel- 
ehea anoh die Richtung seyn mag, mitweldier Ilyltf... 
parallel laufen. 

Es lässt sich schon voraussehen, dass . der Satz 
des vorigen §. auch auf ein System von Kräften im 
Räume sich ausdehnen lassen und hier also lauten wird: 

Zieht man durch die Angriff$punkte nach be- 
liebigen Richtungen im Maume wirkender Kräfte 
Parallelen mit irgend einer Richtung (p) und pro- 
jicirt darauf die Kräfte durch Ldnien^ welche einer 
und derselben Ebene parallel eindy so ist der Ort des 
Mittelpunkts der projicirten Kräfte einer Ebene. 

Der Beweis hiervon ist dem vorigen ganz ähnlich. 
Sey P eine der Kräfte des Systems. Man zerlege sie 
in ihrem Angriffspunkte parallel mit drei beliebigen 
Axen in Xy F, Z^ und verfahre eben so mit jeder der 
übrigen Kräfte. Seyen' resp. A^ B und C die Mittel- 
punkte der parallelen Kräfte JC, der parallelen F und 
der Z, 

Die Projectionen von P^ X, F, Z auf die durch den 
gemeinschaftlichen Angriffspunkt dieser vier Kräfte wX 
der Richtutig p gezogene Parallele seyen IljSySy^ 
eo ist n=iS+H+V^ und daher der Mittelpunkt aller 
H einerlei mit dem Mittelpunkte aller . «^ Y und V> 
Zufolge des Satzes, trelcher gleich zu Anfange des 
Beweises im vorigen f. aufgestellt wurde, haben alfer 
die Kräfte 3 denselben Mittelpunkt A^ welcher den 
Kräften X zukommt, und eben so sind B imd C die 
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Mittelpunkte der Kräfke H und der Kräfte V. Folglioh 
moas der Mittetpuakt der parallelen Prejeotionen il mit 
Jly ByC ia einer Ebene liegem 

Den in dmi zwei vorigen §^, bewiesenen Sätzen 
gemäss, wollen wir bei einem Systeme yon Kräften in 
einer Ebene die Gerade der Ebene^ m welche der Mit- 
telpunkt der mit irgend einer Richtung parallelen 
Projectionen der Kräfte, immer zu liegen kommt, 
die Centr allin ie, und bei Kräften im Räume die 
Ebene, in welche der Mittelpunkt der parallelen Pro- 
jectionen stets fallt, die Contralebene des Sy- 
stems nennen. 

Jedes System von Kräften, — nur darf es weder 
im Gleichgewichte seyn, noch sich auf ein Paar redaci- 
ren, — hat daher, je nachdem es in einer Ebene oder 
im Räume enthalten ist, eine Centrallinie oder eine 
Centralebene. Doch kann es auch geschehen, dass 
bei einem Systeme in einer Ebene die Mittelpunkte A 
bnd B von den K und den F, also auch die damit 
identischen von den H und den lEf, zasammenfallen, und 
daher der Mittelpunkt der paraHelen Projectionen H 
immer derselbe Punkt ist, und dass bei einem System 
im Räume die Ponkte Aj JB, C wo nicht coincidiren, 
doch in eine Geri^de zu liegen kommen, und folglich 
der Mittelponkt der parallelen Projectionen immer in 
dieselbe Gerade fallt 

Letzteres geschieht unter andern, wenn, wie in f. 
142., die Kräfte des Systems einer und derselben Ebene 
parallel sind. Denn hier kann jede Kraft nach zwei 
mit der Ebene parallelen Richtungen in zwei andere, 
folglich das ganze System < in zwei. Systeme paralleler 
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dem Gentralpiinkte in genauer Verbindung stehen, lo 
laset sidi erwarten, dasB such bei einem Systeme tod 
Kräften im Räume eine solche Verbindung statt finden 
nnd sich daher unsere Redinung sehr vereiafacheo 
verde 9 venu vir bei der Wahl der Coordinatenaxen 
die Centralebene^ die Centrallinie und den Centralpunkt 
Eum Grunde legen. 

Sej, vie im Vorigen, jede Kraft P des System 
in ihrem Angriffspunkte (^>yis) in drei Kräfte 2^1^)2 
nach den Richtungen dreier sich rechtwinklig scbnei« 
denden Coordinatenaxen zerlegt, und seyen in Bezog 
auf dieses Coordinatensystem (pyfjr)y {p\fyr)nni 
(j/\ /', r ') die resp. Mittelpunkte der einander pa^ 
allelen Kräfte X, der Kräfte T und der Kräfte l 
Abdann ist mit Anwendung der Bezeichnungen [f]: 


nnd eben so findet sich: ^ 

P = B^V= -is-^^ ""^B^ 

Wir wollen nun das Coordinatensystem so gelegt 
annehmen, dass erstlich die Ebene der or, y mit der 
Centralebene zusammenf$Ll}t, und dass daher r,r',r'=0 
sind. Da hiermit die Kräfte Z auf der Centralebeoe 
normal stehen, so ist die Gerade durch (/»,7>0)aDd 
ipy /, 0) die Centrallinie $ sie werde znr Axe der J 
genommen imd daher ^, /=0 gesetzt« Endlich werde 
der CentralpiMikt, der jetzt {p^ 0, 0) zum Ausdrucke haf» 
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sam Anfangspunkte der Coordinaten gewählt^ i^odnroh 
Dooh p=sO wird. 

Bei dieser im Allgemeinen immer möglichen An- 
nahme des Coordinatensystoms sind also p^^^iT^rf^r'^rl^ 
insgesammt =0. Es folgt aber aus der Nullität von 

^\ ^> y- 

/^=0, 6?=0, H'=zQ, 

und daraus, dass /?, /^ r ' = sind: 

Hiermit ziehen sich die Werthe [9] der vier Hülfs- 
grÖBsen //^...O zusammen in: 

und die zwei Gleichungen {14] und [15] für die Ver- 
hältnisse zwischen Xyf^yV werden nach Substitution die- 
ser Werthe: 

+jiffvX-^{Ae'—BF)Xfi=4i, 
[15*] jiffi^+{JG'+BF)v^O. 

Lietztere Glejchung kann als eine Gleichung zwi- 
schen rechtwinkligen Coordinaten Xy fiy v für die Ebene 
angesehen werden, welche, durch den Anfangspunkt 
der Coordinaten gelegt, mit den beiden Hauptazen par- 
allel ist (§. 139.). Da in dieser Gleichung der Coefficient 
▼on X = 0, und folglich die Axe der or, d« i. die Cen- 
trallinie, in dieser Ebene enthalten ist, so schliessen wir: 

Bei einem Systeme van Kräften im 'Baume sind 
die %wei Hauptaxen der Drehung und die CewiraU 
linie einer und derselben Ebene paraUel. 

Aus der Gleidiung iVssO folgt noch in Verbindung 
mit [12]: ^17 — jB£=3 0. Ffir den Durchsohnitt einer 


der Centralebene ist x^ s= 0, und jteher BMk (U^: 
{«=5'*— yti'^ ^5X4^1«» ISienBit wird jene MeiolNaig: 

Die Linie doroli den Centralpualct (0, V, 0) und den 
gedachten Durchschnitt {x^^ y^, 0) macht folgMeli nit 
der Projection von (^5 B^ C) auf die Centralebene, also 
auch mit {A^ B^ C) selbst, einen rechten Winkel^; mrf 
da dasselbe auch von der andern Bauptaxe glty so 
folgern wir: 

Die Punkte^ in denen die beiden ffauptaxen die 
Centralebene schneideny liegen mit dem CentralpuniU 
in einer Geraden^ und diese Gerade ist nortnal auf 
der Resultante aller Kräfte des Systems^ wenn dietd 
/foraUel mit ihren Ridktungen an einen und densetben 
Punkt verlegt werden. 

Man sieht ohne BIähe,Ndass dieser SatE ^e Brwei- 
teriMig von «der in 4* Ht7 für ein System in einer Ebeso 
gefundenen Eigenschaft ist 

f. 149. 
Ohne uns bei der nähern Bestimmung ^erCiage 
der beiden 'flauptaxen länger zu Terweilen, woUen wir 
noch den specielien FaH in fJntersmAimig zietum, wenn 
die Kräfte des (Systems eine einzige Kraft «ur ^Resd* 
taute haben« Die Bedingungsgldchung dafiir ()§• 71.)) 
in den Jetzigen Zeichen ausgedrfiolct, ist: 

A(F^P') + B{G^&)+C(B—H')z^1iy I 

idi#4ucb bei d^ Jetzt migenornsnonen Legenden Coorü- 
dsaieasystems^ «w^a ^y Gy JS'ssbO aiad^ in 

^aiemitumrd die Caeiohai« [ürft 


I 
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! 
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Etitnitiift man daraus > mitt^kt der miTerändert 
Ueibenden Gleiehung tt5*], so konmit: 

Diese Gleichung, nacb^Y* aufgelöst^ bat immer 

Ewer reelle Wurzeln, daber denn bei einem Systeme 
von Kräften^ welche eine einfache Resultante haben, 
es immer zwei reelle Hauptaxen der Drehung giebt 

Nach §.139. Ist aber die Gleichung y^^ — or^/EtsrC 
ia [1^) wena naa dario für C seinen Werth aus [13] 
snbstituirt, die Gleichung der .Projection einer HMqpl» 

aze auf die /Ebene der ^,y, und folglich Y-^^derTao^ 

geilte des Winkels dieser PrqjcQtion mit der Axe der 

jif» Ia der för j- erhaltenen quadratieofaett Qleicbnng 

ist nun das Product aus ihren beiden Wurzeln, also 
das Produkt aus den Tangenten der Winkel, welche 
die Projectionen der einen und . andern Bauptaxe 
mit der Axe der x machen , == — 1 , und daher die 
Differenz beider Winkel eiuem Rechten gleich, d, h. 
die rechtwinkligen Projectionen der beiden Hauptaxen 
auf die Centrälebene adineiden eich «nter rediten 
Wink^ 

f. 150. 
lin noch andere Eigeasobofien der beiden Haupit» 
asott eines fijrstems, welohes eine einlaohe ileeaiteat» 
bat« iiennen %a lenen, wollen wir die Resnltaate n 
omei der Creordinate»axen, ^sor Ajsb der « s. B.^ w&blea. 
HieniaM)b aöasen 
««'^iPa»«, €r^0^9, M'-^MmiOy A^^ AmU 
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geyn, indem erstere ini Gleiohimgen ^ Bedtngimgen 
aagdrüQkeoy unter denen die Resultante doroh den An- 
fangspunkt der Coordinaten geht (§• Tl.), letztere zwei 
aber die Bedingungen, unter denen die Resultante die 
Richtung der Axe der x hat Hiermit werden [9]: 

L=fk—Bi».'-Qvy M^gii—Fif—Bk^ 

N=kv^GX—F(Xy 0=0, 

und damit [14] und [15]: Lii—MX^fi und il^=0, d.L 

Die Elimination von v ans diesen swei GleichiiBgtn 
giebtt 

eine Gleichung, woraus ähnlicher Weise, wie aas [16], 
zu sohliessen, dass ein System mit einer einfachen Re- 
sultante immer zwei Hauptaxen hat, und dass die Pro- 
jectionen dieser Azen auf eine die Resultante normal 
treffende Ebene (als die jetzige Ebene der x^y) sieb 
unter rechten Winkeln schneiden. 

Die Gleichungen [12], welche die Lage derHaopt- 
axen näher bestimmen, werden jetzt: 

Yon denen die dritte: 2;===0, d« L y^X-^^^^usO, sa er- 
kennen giebt, dass jede der beiden Hauptaxen die Aie 
der X, d. i. die Resultante, achneidet, wie auch schon 
ohnedies einleuchtet Denn die zwei Kräfte (X^y Yu^i) 
und {X^yT^yZ^), die, an denPunIcten iXiyy^,»i)^i 
(«^a>y»>*s) der Hauptajte angebracht, zur HerstelloDg 
des Gleichgewichts und zu seiner Erhaltung wibresl 
der Drehung um ^aHaoptaxe erforderlich sind, motfeB 
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iet «infachißii ResaltaQte 4ts, 9^t»mB . ^ Gtol^ge- 
tvicht halten, und dieses ist, nicht anders möglich, als 
wenn sie beide, und folglich aujßh die Ton ihnen ge- 
troffene Hauptaxe, mit der Resultante . in einer Ebene 
liegen. 

Da. Eigens die «zwei Kräfte bei der Drehung des 
Körpers um die Hauptajce ihre Lage nicht ändern , so 
wird auch die Resultante ihre anfängliche Lage unver- 
ändert behalten und mithin die Hauptaxe fortwährend 
in demselben Punkte schneiden. 

Zur bessern U^b^rüpht wollen wir nach die Er- 
gel^aissciiiiefifes und des vi^rigfsq. §• in folgendem Satze 
Tereinigt d^ostellen« 

Wenn ein auf eiam freien Körper wirkenden 
S^stef^. fßon.Krqßen eine ^wtfaeke JSrqft zur JSteml' 
taute hatj so . fauen eich in der JRicfttung dießer Kraft 
wei PünXsii? mui zwei tfurch diese Punkte gehende 
Äs^en ang.^b^ , von der B^ßeh^ffmheity dassj wenn 
der Körper , um die eine^ oder die andere A^e ge- 
dreht wir dy, während die J^äfte auf^iire A^vW^^ 
funkte mit unver&nderte^^ Jiichtung ffnd Intensität 
XU wirken fortffihren^ 4t^ »^i^em, mit piner emxigen 
Krafty die. mit der a^^f^ifhfn.^sultm^ der Lage 
und Intensität nach identiscfi i^y gleichwirkend bleibt ; 
dass folglicH^ wenn der Körper in dem einten oder 
dem andern jßn^ JPunkte b^est^gt wird^ ein Gleiqh^ 
gewicht , entsteht ^ welcl^s durch Drehung des Kör- 
pers im die dem Punkte zugehörige, . Axe , . nicht 
Qi^fgehoben^wird. , 

Diese zwei r Aren hß^jm . übrigens eine solche 
^^S^'> dass, erstens ihre Protjectiqnen auf eine die 
fiesulfffntß,nor9n€d treffende Ekene^ so me> zwe,itjens, 
ihre ProffiCtio^ß auf die Centralebene^ ^sich rechte 

19 
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MMI% j^ii^dMM^ ^Ibü df^ittem eine mü im M- 
dm jfjtSH parMde tlbifns tmgUiffh mti dst^ Oefüral- 
Unde fMTolfel üt^ undda$$ vierUM^ die xmei Funtu, 
tf$' den^ die Centrälebene ffon den A^m gettoffin 
Ufird^ mit dem CeHiralfmnJkte in einer Geraden He- 
geny itekhe mit der Beenliat^e rechte H^inkel Mdet, 


f iftL 

* So wie es demnaok bei einem Bystette pefiHela» 
Kfäfte in itr im ASgtmeiMn ifam zitktfiMMiiM* eio- 
hidbw ReMlteiite eiMD Hftt^l^nnlit^ ik b* ifiien mMm 
Punkt giebt, dass, wmn er f^st geMMebt H/Mj dai da- 
Aireb eiftetebettde GMebgiewMit bei belMHgmrdrehnng 
düü KortNM Mft dieeen Punkt nieht eniftört) s« gi«kt 
M abnlteher Welse bei eheiik Systetitfr tfdbt fMfiiBetet 
Krttfte, belebe sidk Auf eine elmlge Krikft ftAndm 
lassen 9 iä dieser Resoltatiio zwei seleb^ Itfiftelpsittl^ 
mu^ mit dem ITntersdiiedey dnss J^dem deiM^ea 4!tM 
bestittiflfte^ Ate «tkomuit, um wslebe^ ddr K9fper g^ 
dr«bt vMddtt muie, w^ dw durdi PestmiMhuBg Mi 
«AdM oder dei «rdem Punkfen ettettfit^ ^UmhAgefridki 
dttMb dti^ 0^biiffg iddbt aof(|febeben Wefdto selL 

Ih dte 29ystettl iicibt anders ats daf cwel Krälk» 
redaeiffta^, eo feidkt m ttr Herst^üitng ^» OMfihg«' 
wkAM Hiebt m^Oü bur, eiacftt ein^gefr Punkt fest tt» 
maciiea, soid«rtt e» m&ssen dann zwei kt am zMl Re- 
sttftanten i^noniniene Punkte, oder die dui^ diM 
Punkte gebende Gerade, unbeweglich gemadit weidcS) 
«d sdldber Gentden, w«Ieb)ft zngleieh di« E^enehafi 
besitzen, das«, ivt^nn der Korper tnti si^ ^^d^ebfe wfif^ 
dds OldebgMrlelft fortdbnert, und &ss die Ar&dkatfga», 
wddili eie evieideii, tttar fMehfung mid Starke nüek 
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mtvertbidert bleiben , soMiot Atäir i^ebt eis aaoh f. i39. 
eatweder swei oder gdr keina« 

Wenn dagegen, was aasdriicklich noch bemerkt 
werden muss, bloss dieses gefordert wird, dass durcb 
Befestigung «iner Axe des Körpers Oleichgewicht ent- 
stellt , und dieses titeichgewicht bei Drehung um die 
Axe fortdauert, und wenü nicht zugleich CJnveränderlicli- 
keit derRiphtung und Stärke des während der Drehung' 
Ton den Buräften auf die Axe ausgeübton Druckes yer- 
langt wird, so l^ann die Axe jeder beliebigen Richtung 
parallel seyn. 

* • • 

Sey namlioh MJV (Fig. 42.) ein* befiel^ gegebene 
Ebene^ auf welcher die Axe normdL seyn soll. NiUlk 
§. taSi kamt iun iär jede Kraft m des Cysten» AtS^ 
stitiiirt werden: ihre Projektion TU auf MJVf ihre Pro« 
jection PS auf eine durch P mit der Axe gezogene 
P»irailele, und dae^ Paar PM^ 7^t von dessen Kräften 
die Angriffspunkte jP^ T in einer PaiMdlele mit der Axe 
liegen. Hi nun die Axe fest^ so kteüen» die Kraft Pl9 
und- das Paar PJR^ TO audi während der Drehung dee 
Korpers ttm die Axe kenie Bow0g;ung lienrorbriii|(ekt* 
Denn die Eb^ie desPaaites bleibt i^mer der Axe par^ 
allel, ondi das Paar ist iiAer stet« (^Ididhi^kend MI 
efatem Paare , dessen Krttfte ns der Axe selbst aage^ 
braobt sind. Ist'f^er JtB die A^te^ selbst^ nadjanmiil 
matt d^ih JF^«±:i%8, m ist das ¥w» PS^GF gM<^ 
wirkend mit ded Paate JS^^ FP (^.liOi)^ folglich PiS 
^eiobwkkeiHl mit JV ttfavt dem Pmi^SSf^yPP^ Me 
Kraft JnSf, kann mithin fcekie Betv^gmg erzeugen ^ da 
JP& in der At& settst idrbt, und ^ Ki^A&ßtf SGfi FP 
dee Paares sownhl aeiftiiq^lich, ids bei der naohber^^ 
Oeelisiag^^ die Axii kemei^ Reffen. - ~ • . < '^ 
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' BfA Orelmng des KSrpen um die feate Aze AB 
ist daher die in P angebraobte Kraft PQ Ton gleicher 
Wirkung mit der auf T wirkenden Kraft TUy d. h. 
mit ihrer Projectlon auf irgend eine die. Axe rechtwink- 
lig schneidende Ebene MJV. 

Soll demnach, bei Orehong des Körpers om eine 
feste Axe, welche 9uf der gegebenen Ebene JtfiV^ nor- 
mal steht, immer Gleichgewicht herrscheo, ohne Rück- 
sicht darauf, ob der Druck, der auf die Axe wäbrenil 
der Drehung ausgeübt wird, stets derselbe bleibt, oder 
nicht, so projicire man sämmtliche Kräfte mi,t ihren 
Angriffspunkten auf die Ebene MN und suche von die- 
sen. Projectienen* den. Mittelpunkt/^; tund.ffts wird zu- 
lege der. Eigensdinift dieses Punktea eine' in ihm auf 
MN erriobtete .Normale jiB di^ gesoriifie Axe aeyn. 

• ♦ - ♦ - 

#. 152. . : , 
. .Zusätze. a^.Qass die somit bestimmte Ate bei 
dßrQrehutig im Allgemeinen einen veräadeiücheo Druck 
eplßidfit, ist leicht einzusehen» Denn dieser Druck vird 
hervorgebmoht^ TOBi den Resultanten' 1) der. Kräfte TO, 
2} der Paare PB, TO, 3) der Kräfte FG und 4) der 
Panre SOy FP. Nun bleiben die drei erstern Resul- 
tanteii^^ nnd folglich auch der von ihnen auf. die Axe 
ausgeübte Droek, - unverändert«.. Dean der fljpothese 
zafotge geht die Resultante aller TU fortwäh^eod*4aroh 
A selbst' jsnd ändei^ weder ihre Riehtung noch Inten- 
sität Die Paare jPA, TO bleiben; bei der Drdiaog, 
det Axe nnd.sifk:«^tt)9t parallel ui&d virksn daher^if 
diiB Axe uttaus||;(i|ie(^t auf diescdhe Weise, ofibes so 
WKii^ können idi^ längs der Axel seUbtsI g^iahtäea 
K^älEte jFfif ibf^ Wirkung Anda»«^ hDagägett;;ir*iei 
die Paare SG.FP^ und folgliehiiaüoh ifare Re«dt2iDle, 
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bei der Drebiing des Körpers am einen eben so grossen 
Winkel mit gedreht mid drücken daher die Axe nach 
immer andern Riditnngen. r— Nur dann also , wenn 
letztere Paare SG^ FP sieh das . Gleichgewicht halten, 
ist die Axe fortwährend demselben Drnok unterworfen; 
sie ist dann eine Hauptaxe der Drehung, 

b. Unter allen Richtungen, mit denen die feste Axe 
parallel sejn kann , ist allein die Richtung der Haupt- 
linie des Systems (§. 82.) ausgenommen. Denn die 
Projectionen der Eüräfte auf eine die Hauptlinie recht- 
winklig schneidende Ebene reduciren sich im Allge- 
meinen auf ein Paar, und es ist daher unmöglicb^ durch 
Befestigung der 'Hauptlinie oder einer mit ihr paralle- 
len Axe. Gleichgewicht zu erhalten. 

. Ist ein solches Paar nicht vorhanden^ sondern haU 
ten sich die Projectionen das Gleichgewicht, so hat das 
System eine /einfache. Resultante, deren Richtung die 
der Hauptlinüe . ist« Alsdann wird zwar durch Befesti- 
gung einer, mit der Hauptlinie parallelen Axe ein an- 
fangliches Gleichgewicht hervorgebracht; dasselbe geht 
aber sogleich ,bei der nacbherigen Drehung verloren, — 
es müsste ]denn von den sich das Gleichgewicht halten- 
den Projectionen der Angriffspunkt einer jeden der 
Mittelpunkt der jedesmal übrigen sejn. Denn in diesem 
speciellen Falle hat jede mit der Hauptlinie parallele 
Axe die Eigenschaft, dass, ^wenn. sie unbeweglich ge- 
machtwird, ein auch bei. der Drehung dauerndes Gleich- 
gewicht entsteht .. ; ^ : 
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f* 10(1. 

Der Yollstättdllgkeit wegen ist nooh zu uukilmiohen 
übrig, ob und wew sich bei: einem Systeme, welches 
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mt einem Paare gleiohwirkend WA, Haaptami 

Drehung angelieB kuwen. Aladann sind ji^BjCsrt^ 
OBd die Gleiehuigea [12] redneirea «ok Idermit «ift 
It^JU^JV^OztfOy i. t wegen (9]t 

ffiemut haben wir "rier Gleidmngen zwischeD da 
zwei die Rtohtimg der Haaptaxe bestimmenden Yer- 
bältaissen Xx^ und fi:vy jede vom ersten Grade, er' 
halten; die Coordinaten der Angriffspunkte der v^i 
hinzuzufügenden Kräfte sind aber ganz heransgegaogeo. 
Dies führt uns zu der Folgerung^ da$9 bei einem h 
Mteme^ wekheM sieh auf ein Paar re4ueirt^ nur dm \ 
Hauptaxen der Drehm^ vorhanden nnd^ wenn du 
zwei GfleieAungen erfüllt werden ^ welche nach I^ 
mination von Xj fi^v auf den vier OMcMsngen [171 
hervorgehen^ und dassy wenn diesen zwei OUichor 
gen Genüge geschieht y Jede Gerade p welche mit der 
durch X^ ^y V aus zweien der vier Gleichungen k 
stimmten Sichtung paredlel ist^ als ETauptaxe dn- 
nen kanu^ 

Die hierzu nSfliige Rechnung lässt dch ifA^ 
nooh sehr vereinfachen, dass inan die Ebene des mit 
dem Systeme gl^iehwirkenden Paares zu einer der Coor- 
dinatenebeneh wählt Naoh ^. 70. hat die Ebene des 
resultirenden Paares, wenn sie durch den Anfangspankt 
der Coordinaten gelegt wird, die Gleichung: 

K«!)uii«n wir 4(ib«r dwne )Sb«n« iwr Ebene 4« *)h 
denp ßlekliuig jr^nQ Ht «« irUril M^mF wd B^B' 


Yo« dm J^%m 4u GloMlpgtwietili. 
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Bierviift rednoirl mk vw ^m Gleioimiigep [|7] #9 
vierte auf 

d* h. dieHmiptaxen $md mit der Ebene der ür, jk, ,«!«# 
wnit der JEbene 4^9 retulHrenden Pamr^s^ ^ßraUetf 
die drei ersten Gleichungen sber i^erdeo; 

und es mfissen die drei hieraus folgenden Werthe des 
Tterhältnisses % : v einander gleich seyn , also 

wem Qaaptfu^m Topjian^a i^iSfp «oJlePf 

i«9> y^lflw 4Mi«r % sieb m P^of hiMm müssM. 

Die JSbenß ^bq^ Paareii n^ bm^ pnaa yiir Ebene 
der 4^, ;b» ^i §^Uß hiernach die Wft^i iXjO, Z)^ 
(— X^ IV »^ i?)f und 4bre Aognffiipwilte» (jr, 0, a^i 
(jr',0,a'), IKe« ciebt HfMOi [1]; 

Da diese Werthe von 0\ • « ^ & der vorigen Döp«' 
pelproportion Genüge leisten^ so bat gegenwäirtiges 9/- 
stem Qanptaxen; und da 

ae eoid sie pamlkl v6t dier die AngriliiipiwMe beider 
Krftfte TCvbindettden fleradwii 

Boü ein ISyeteip, wflqbee aaf ein Paar ieediici^bair 
ist, Havptaxea dee^IvMdigeviebts haben» und Mll#ii 
diese piraUel mit einet dandi ^f^f gegekeiM« WA^ 
tnng sej«, sp sind die im Gttiehnagüi [171 die Sa* 
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dinguDgeii| unter denen ffieäes mSgfioh ist«* Sotten da- 
her die Bauptaxen parallel mit der Aze der % 8eyn> 
als för Welche X und /it ss sindi so hat man als Be- 
dingungen: 

6^=0, F=o, Äc^o, i5r-.i5r=o, d. i. 

Wegen der zwei erstem, und weil zugleioh* ^Z==0| 
inüssen die Projectionen der Eüräfte auf Linien , die 
durch die Angriffspunkte der Kräfte gelegt und mit 
der Axe der Xj also mit den Bauptaxen, parallel sind, 
für sich im Gleichgemachte seyn. Ans dbn zwei letztem 
Gleichungen aber folgt in Verbindung mit ^XirrrO und 
SYsssO^ dass die Projectionen der Kräfte auf ehie die 
Bauptaxen rechtwinklig schneidende Ebene einander 
das Gleichgewicht halten mttesen, und dass dieses Gleich- 
gewicht bei Drehung der Ebene in mch selbst^ also 
auch bri Drehung des Körpers um eine der BauptaxeO) 
nicht verloren gehen 4arf (^, 122.). 

Wir haben hiermit dieselben £wei Bedingungen er- 
halten ^ welche im Obigen (§, 132.) zur Fortdauer des 
schon anfänglich bestehenden Gleichgewichts bei der 
Axendrofaung nSthig waren ^ und es erhellet leicht, wie 
diese Bedingungen für den jetzigen Fall, eben so wie 
fiir:den früheren , auch durdi die iii-^» 133 angewen- 
dete Construction hätten gefunden werden köimen. Auf 
ähnliche Art endlich, wie in ^; 1$1«, zeigt sich auch 
hier, dass, 'wenn die Axe, um welche der Körper ge- 
dreht werdrai soll, fest ist, und es*, nicht darauf an- 
kömmt, dass sie einoi der Richtung und Stärke nach 
unveränderlichen Druck erfiahre, schon clie Erfülhng 
der zweiten Bedingung, oder das fortdauernde Gleich- 
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gewicht aswiüdite den auf did normale Ebene projioir^ 
ten Kräften, tüttreiohend ist. . 


Neuntes Kapitel. 

Von der Sicherheit des Gleichgewichts. 

f 155. 

Wenn mehrere auf einen frei beweglichen Korper 
wirkende Kräfte im Gleichgewichte sind, nnd der Kör*' 
per um so wenig, als es . auch sey, aus seiner Lage 
gel^raoht wd, während die Kräfte parallel mit ih^en 
anfaogliohen Richtungen und mit unveränderter Inten- 
sität auf ihre Angriffspunkte zu wirken fortfahren, so 
hört das Gleichgewicht im Allgemeinen auf und die 
Kräfte suchen den Körper entweder in seine anfangliche 
I^ige zurückzubringen, oder sie streben ihn noch mehr 
davon zu entfernen. Im erstem Falle wird das Gleich- 
gewicht sicher, stabil, genannt, im letztern unsi- 
cher, nicht stabil. 

Die Lehre von der Sicherheit des Gleichgewichts, 
in ihrer ganzen Ausdehnung genommen, gehört nicht 
sowohl der Statik, als vielmehr der Mechanik an. Letz- 
tere Wissenschaft zeigt, dass, wenn das Gleichgewicht 
sicher iat, und wenn der aus der JLage des ' Gleichge- 
v^icbits verrückte Körper durch die Kräfte in diese 
Lage zurückgebracht ist, er gleichwohl nicht darin ver- 
harrt, sondern vermöge der erlangten Gesehwindigkeit 
sich -eben so weit nach der entgegen^eseteteü 'Seite 
iMitfemt, aitfs der er dann abermals zui^äckgetrieben 
wird' mid^ scrmit,^ gleich einem Peniel, 'um die Lage 
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^^^^^F ^W J^W^^PPP^H^P ^r •^^^H^^ V^BW ^VPWB V^^PB ^^^^VA ^^^^^^K^W^n^^VB P^P^^^^PI# 

In der Natur werden diete fikdintagugen w«gm 4fr 
Rdbongen, denen die Bewegung des IB^drpers stets aus- 
gesetzt ist 9 immer kleiner, hören zulbtzt ganz anf, und 
der Körper Icommt in der Lage des Gieiohgewiohto 
wieder zur Rübe« 

So wenig nun auch diese Bewegungen * ein Gegen- 
stand der Statik seyn können, so rermag deeh diese 
Wissensohaft Regeln anzugeben , mittelst deren sich k 
jedem besondem Falle erkennen lässt, ob das Gleicli- 
gewioht im Znstande der Sinberbeit oder 'der Ilnsioher- 
beit ist 

f. iS6. 

Um uns die Sache zuerst an dem einfachsten Bei- 
spiele deutlich zu machen, wollen wir auf einmi Körper 
nur zwei Kräfte P^^ P^ wirken lassen« Ihre Angriffs- 
punkte denke man sich in einer Verticalen liegend; A^ 
sejr der tiefere, A^ der höhere Punkt. Wegen def 
Gleichgewichts, das zwischen den zwei Kräften statt 
finden soll, miissen sie einander gleich^ und ihre Bioh- 
tungen ebenfalls Tertical, aber einander entgegengesetzt 
seyn« Dieses ist auf doppelte Weise möglich, jenaob- 
dem nämlich entweder die im obern Punkte A^ aoge- 
brachte Kraft P^ nach oben uud die im untern Punkte 
Jl^ angebrachte P^ nach unten, od^ P^ nach usten 
und jP| nach oben wirkt, jenachdem also die zwei 
Kräfte ihre AngriflEspunkte von emander zn entfemeny 
oder einander näher zn bringen streben. 

Wird nun der Körper Terruckl^ nod die Unie At A% 
4edarch ans der vertioalan Lege gebracht, s* B. von 
der Linken nach der Aeehten gedreht» se bilden jfiit 
die awei Ki*fte ein Pew, welobee im «retei» Fall^ 
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Btaeii iBiim mb der ReehtBn nmdk der Linken hti^ 
abe die Lioie JF^ ^^2 In die Tortieale Lege itordckBa* 
Magee afanebt (Fig. 4A« a.)^ in letztern Falle akier eima 
fiiBB von der liiikaa naeh der Reehteu hal aad .mithia 
die Linie von der Tertiealai Lage noeh meiir «a eat* 
Keraw eooht (Pig* 16« i*). Im erstem FaHe iet mithin 
das anfiingBehe Oleieiigeviofat sicher, im letztem nn* 
sicher, und wir .eihalten damit d«i Sa(zt 

Das OleicAgemeAi fBWÜehen zwei Kriften iH 
Mfehsr eder unmoher^ jenackdem die Kräffe ihre An^ 
griffefmnkte veu einander xu entfernen oder einander 
$su näkem etreSen. 

#. «7. 

Znaftt-zcb a. Za no^ mehrerer iärlftaterang des 
voranstehenden 48atses kann ' folgende Betraehtoag die- 
nen, r^ Wie iueh die Verticale Linie A^A^.BXok der 
yarttealen Lage gebracht werdmi mag, so frird dadurch 
der gegenseitige Abstand ihrer Endpmikte^ wenn man 
ilm nach vertiealer Richtung schätzt, immer verkleinört* 
Wenn demnach die zwei nadh vertioalen Richtungen 
wirkenden Kräfte den Aketmid der Endpunkte zu Ter« 
grossem streben, fo w^den sie den durch die Yer- 
rückuDg kleiner gewordenen Abstand auf seinen aafilng» 
liehen grössten Werth und die Linie A^A^ in iiire an« 
fängliche Lage zurückzubringen suchen $ ihn aber noch 
mehr sa Topkleinera und dadurch die Linie noch mehr 
von der Terticalm Lage su eniferam suchen, wenn 
8oho|i vor der Verrfiokuag das #treben der Kräfte auf 
Terldeinerang des Abstandes Richtet war. 

^•, Die Be&iguag f&r ^e Stcherhett' des Oleichge- 
wiehts Bwisoben zwei Kräften kanh tean auch dadurch 
ansdräekea, dass die Riehtang Ton dem einen AngrM^- 
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pukte A^ cam aiMleni A^ mit der Riehttuig der auf 
d«^ letatent wkendeD Kraft P^j alse anoh die Rieh- 
toBg Tes A^ naoh A^^ mit der Ricbtmig Ten P^^ einer- 
lei seyn mnss. Sind diese zwei RiehtmigMi eiaander 
entgegeogeeeM, se ist dato GleicbgewieU nnaicber« 
Oder kurzer^ indem wir diese BedingnngeA aaaljtisoh 
ausdrückend das fileidigewicht ist sieher oder unsicher^ 
nachdem das Produet A^A^.P^:=A^A^.Pi einen po- 
sitiven oder, negativen Werth hat. 

e. Das swisohen zwei Kräften bestehende Gleich- 
gewicht b^rt • ntur bei einer solchen Yerrücknng des 
Körpers auf, wodurch die Richtung der die Angriffs- 
punkte der beiden Kräfte verbindenden Geraden geän- 
dert wird. Dreht man dagegen den Körper um diese 
Linie als «nm eine Axe, oder bewegt ihn parallel mit 
sich fort, so streben die swei Kräfte* den also Terriück- 
ten Körper. weder in seine' anftlnglicUe Lage zurückzu- 
führen, noch von derselben noch mehr zu. entfernen; 
das. Gleichgewicht bleibt unverändert. 

^i/.. Wenn die zwei Angriffspunkte izusanunenfalleo, 
also die zwei Kräfte auf einen und denselben Punkt 
des Körpers wirken, '^o wird ihr Gleichgewicht durch 
keinerlei Verrückung aufgehoben; ein. solches Gleich- 
ge wiobt woUen wir ^ ein # d a u« r n d e s nennen. > . 


. k-i 


,#. 158. 

DaS: in dm zwei . Torigen 4$. behlmdelte' Beispiel 
von der Slpherheit desi Gleichgewichls, das einfachste, 
welches sich aufstellen • lässt^ Wird nns s^ugleich als 
Grundlage für aUe i^idern Fälle dienen, indem wir mit 
Hülfe; der in den vorhergeilenden Kapiteln yorgatrage- 
nen Theorieen von dem Mittelpuidcte, der Kräfte und 
den.43EeQ. d^s Gleic^g^^wiphts jedes zusammengesetztere 
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System au^ ein System -top onr zwei Kräften zurück- 
führen wer4eiL. Wir, vollen wpk lüer ^ieselbe Ordnung 
befolgen, in welcher jeine ^Thcjorieen entwickel.^., worden 
smd, und jd^bex. zuerst dip..^ipherMtep^^ 
paralleler .^äj^e, in IJnteypujßbnng nehmen. . 

Seye» ÄJR'^/^', •..» mebreire mit einftnder parallel 
auf eun^a.Eörper ^kend^, nn^ sich da<^* iGi^ichgewicht 
haltende Kräfte; ^y A\ J!\,. •., ilfre Angriffspunkte« 
Man . su^e . von . allen. Kräften • die .eine P ^u^genom- 
men, den Mittelpunkt, ^elchei^, ^^ sey, so sind, wie 
auch d^r, ,JBsPrpeir verrückt , w^räeiii mag, \'die Kräfte 
P^ P^ •' • « iminer gleichwirken? mit einer einzrgen in 
'A^ angebrachte» Kraft P^^P^ ^.jp^^^i . i, -^ _ /*. 
folglich alle Kräfte des Systems P^ P^ P\... bd jeder 
Verrückung gleichwirkend milb den'd;wei Kräften P und 
P27 de^JBiA^AngBiffapnnkte Jl;und»'^L2*ttndk*!%BlUlhin wixd 
auch das Gldchge wicht ^zwischen jP, P^ P\**\ sicher 
oder unsiohf^ seyn*, jeaachdem es ^as Gleichgewicht 
zwischen jP und /'s ist, jenacfidem alsqr die Richtung 
von uf , .nach A mit der Richtung von P einerlei oder 
ihr entgegengesetzt ist v » ♦ • 

Denken wir uns z, iB. unter P^P\ \ . / die Wir- 
kungen der Schwerkraft auf die einzelnen Tb eile ^ eig- 
nes Körpers , und ist daber. A^^ der Sobwer|^ii(kt und 
P^ das Gewicht des Körpers {%. HO»), P aber die 
der Schwerkraft £reet entgegen, also nadb* obtai^/3^^ 
wirkende und'* den Körper Vol^' -dem J^ftlHten^seillitceDdä 
Kraft, so iilatää ^f^^- nach* ob#B^ ^eri^äiMM*ibeyn^^tilNl 
fole^ioblidM , ^A^iffbpunkt, V^A ^P übfmi^wr. Sobwer- 
punkti^^lif^n^^fwen» daaGleÄßhgeivichtr.sifQti^rnAeync i¥i4 
sieb bBciiMrito «V^nüekiMig des Körpers iKcciitSfdtist XME 
dei!ikeiMtdlfln!;aolL - - 1^ .'// (i>> .u. 1 *»h c.ji*ui i>'*\.'»#f 
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, Vm eiuen Indu^ i^yniiiaetiischeii Aasdnick fl» die 
ßedbguiig dcf^ Si6be^h6ft des Gleichgewichts at^kehen 
paralieleü Kr&ften M erhalten^ wollen wii^ die Sü^&fte 
parallel mit der Axe der x eines befiebigen reo&t- Offe^ 
schiefwinicligdti Co'oi^dinatensysteuis nehmen nnd daher 
durch (Ö^ft,^, {0^0,2% (O^pySF^j etc. mnldifftekaL 
Ihre ' Afigf itfspnnkte shyM (^>y,x), {aff^iV) ete. Als- 
dann ist ärstenfit wegen des Gleichgewichte (f.1%Zoe.): 

SZ=0^ Sx^ ^Oy.SyZz=^(ty oier 

Sodaw ist ▼od den Kiftften Z"» iE^V »r * ^® ^ 
■nltsBiter 

und die CoordiMlen ilurcMi Mittelpmiktes ji^ siiA (f. 198.) 


Von denen sich, mittelst der torhergehendfen' Gtefönüii- 
gen, ^2 ^<^ y2 i^esp. =;i; und y finden. ^2 ü^S^ '^ 
her, wie gehörig, mit dem Punlite A oder {x^y^ £^ ifl 
einer den Kräfted parallelen Geraden , und es Ist 

Dm GIsMig^irlelit ist. d^uyiaoh sicherer dan^rn^, oder 
tesichar, Jemnebdem SmZ p#f itinr, m^ odisf n^gatif ist. 

Da da»Prodtiet AA^.P^ tmabh&igig TOft« deirLsgii 
^ Bbene dw j^, y iüy iad mitiii» «Mb 4tai Smbss 
a^Z si<lh nMit iadert, wie MHsk dtese Bbepe gelegt 
werden mag, so können wir das 4fWtaiik: Mestdtsl 
folgendergestalt in Worte fassen: 


Vog te «MMifecll ddi eteiüii«wiQliti, tos 

W0M$ mtth bei eü$em Sfy^imM vm^ f^ikH^äUelen 
Kräjimy f^etöke im Otmehgewiel^ sihut^ diä iUek^ 
tungen der Ktiffie dunsh eine Ebene Hfkneidet^ mmd 
jede Kraft m den von dem Ihtf^heehdUe mH det. 
ßbene 6i$ xu ihf^em Angrl^^^hmhte genommenen 
Theil ihH'et JÜ&Aitn^ muHl^lieirt^ $6 ist die «A 
geiräücAe ßnmme dienet P^dd^me yto#* Jede ijOge 
der tSbene wfn einerlei Ordne^ mtd jenaehdem iieA 
dieee Summe peiitiv^ mM^ oder negativ fieuht^ ist 
dm Oleiehgemiokt eieher^ dauernd^ eder umieAer^ 

Ebi SyslMi von tfjtMteuy wdMm in mmt Ehmae 
itfMfb WlicHbigf ti RlebtuitgM irfrkeii mid sioli da* Glttdi- 
g«^kM Mieii, wird bei Drebatfg der Bbane m lUk 
ietbiil gletohirirkMd mit ehiMi Paare von Kritfteti P^ 
und P29 deren Angriffepnnkte ^i «nd A^ wiHkfibAMi 
hl d«f Ebene genommen Werden können^ dereto Rieb«' 
tMTgett nnd ifftonmtlien aber dadarrt beeüinittf wwde% 
daas JP| und P^ vor der Drehung einander ebenfalb 
das Gieiebgewioht halten^ und dass A^^A^.P^ und 
h^tii±S{dtX'\*yT)y d. L'die Sfomenle des Paares und 
dei» fi^etetti oaeh einer Drefaong der Ebe*e 1» %TV 
dddr ^ 90^5 einander gleiek nnd {^. 124.). Wegen der 
BteM gletchen Wirkang des Paares and deo SysteiiM 
bM üM aoeb das Gieichgewi^ det Systems enierlai 
rieMbafimbell mit dem Gleicbgeariobt0 von P^^ vmiP^y 
utkä es ist dabei das Gleiobgowieiife des Systeiti» im 
Bezitg auf eine selefae Yerrtiekung des Eörpers^ bei 
weleber die BbeM, in der die KräftO^ wirketf, sidb 
purälle) bleibt, «itdier, dauernd^ eder ailsiebef , jenaohr 
dem AiAi^Pf^ Ai u JS(xX*^yY}i peaitiv^ nully eder 
nc^Miv ii*. 


SM KMteTbeiL Nennte KA^td. 

Zusatz. Dfir ZHeammenhang vwimikem i$m Yor- 
zeidlien des Productes AiJt^.P^ nad der Bssohaffenhett 
des Gltiobgewichto von jP, und jP, Vbo^^^ ^\ob ^aoh fol- 
gendergestalt DaQhweisen, 

Naob einer Drehung der Ebe9e um 90^ verwandeln 
' sich die zwei auf j|| und ^^ wirkenden und sich an- 
fangs das Gleicbgewiobt haltenden Kräfte P^ und P, 
in ein Paar, dessen Moment sss«— uli^s»^« ^» J^ 
ist nämlich uf|^2 ^^^ Breite des Paares, und wennP, 
anfangs die Richtung A^A^j also mit der.Ldnie .^x-t^2 
einerlei Zeichen hat, so ist, wie die Anschauung lehrt, 
der Sinn des durch Drehung der Ebene entstandenen 
Paares dem Sinne* der Drriiung seihst entgegengesetzt, 
mithin) das MomSiili des. Paares negativ» in diesem 
Baüe^.iwo idas.Prsduct A^A^.P^ positiv ist^ sucbfiEii die 
Kiäfte die Ebene surQekzudrehen^ and d|w anfängliche 
Gieiohgewicht war folglich sioher« . 
^ Auf gleiche Weise zeigt sieh, dass bei eineia ^e^ 
gativen Werthe dieses Products . das Gloiobgowiobt od- 
sidherist. 

f. 161. 
.. ..Die Summe ki^zz^{x^'\^yTl\ lässt sich auch 
sehr einfach geoinetrisch darstellen. : Sie ist das , Mq- 
iDinntides Systems, nachdem die Ebene in sich «um 
-i?^fiO° gedreht .worden, und zwar das Moment fdr ein^ 
bdiehigen Punkt der Ebene , da das System nach der 
DrefalMig nMt einem: Paare gleiche WiKkuug hat., .^ach 
f. 115« ist aber dieses Moment . einedei mit dem Ho* 
mente des Systems,, welches entsteht > wenu man die 
Ebene.Bnbewegtlässt, und: fede Kraft, ^^.AB (Fig. 
46.):: um Jhrto Angriffspunkt A um ^-90'' dreht Sey 
AC\X\^ Lago, in jivelabe AB hiecdurdb gebracht wird. 
In Bezug auf den Punkt M der Ebene ist das Moment 
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von ACy s= Z JaidC=2.I>AC, wenn MD ein vto JU 
aof AB getolltes Perpen^el ist (f. 45. 4.). Nnn 
verhält sieh • . 

s 

BuiC ABC = DA : AB (J. 45. i.), 

und es ist ireiecksausdraok ABC positiv, weil der 

Sinn, nacl ichem sich die Seite AB um A drehen 
mas3, nm . die Lage AC zu Itomnien und damit die 
Fläehe des Dreiecks zu beschreiben , einerlei mit dem 
vorhin bei der Drehung um 90^ al^ positiv angenom- 
menen Sinne ist (§: 34. zu Ende)* Das Dreieck JDAC 
ist daher positiv oder negativ, nachdem DA.xxskii AB 
einerlei oder entgegengesetzte Richtungen haben, und 
es ist folglich auch dem Zeichen nach das Moment 
von AC^ =2.DA€=^ÜA.AB.^ Fällt man daher auf 
die Kräfte ABj Affy . • • des Systems von e^nem be- 
liebigen Punkte M der Ebene Perpendikel MD^ MUf^ . . ., 
so ist 2 JOA^ABzss dem Momente des Systems, nach* 
dem jede Kraft um 90^ gedreht worden, =r^ 

Man ziehe noch von M an die Richtungen AB^ 
ABy... gerade Linien, welche sie resp. in ^, J^, ••• 
treffen und daselbst mit ihnen nach einerlei Seite ein- 
ander gleiche Winkel = cc machen, so däss, wenn man 
diese Winkel um den gemeinschaftlichen Punkt M ihrer 
Schenkel ME^ ME\ . . • dreht, bis diese Schenkel in 
eine Gerade fallen, die andern Schenkel AB,A'B^,\.. 
einander parallel werden. Demzufolge sind die Dreiecke 
MEtiyMEI/y... einander ähnlich, und es verhalten 
sich die ED zu den entsprechenden DM^ also auch 
die Producta ED. AB zu den DM.AB^ wie 1 zu fang o, 
folglich auch 

SED.AB. SDOt.AB^i. lang ä. 
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= ootwg m.SD3LAB+ SiPA.AM 
= 2 oetang a.2MAB -|- ^ 

Ist noB das System anfilDglioh im Gleiqligewichte, 
80 ist fhr jeden Ort von My SMAB=% folglich die 
Samme SEA.AB^sih^ also von a nnabkiagig. Findet 
Aet kein deiobgewiebt statt, so ist 2 MAB aiobt ^^ 
wenigstens nicbt fir Jeden Ort von Jf, alse SEA^AM 
Ten « abhängig. Biemit noeh die EügenscIiaftsD der 
Summe A in Verbindung gesetzt, erbaltea wir folgeD- 
den mit dem für parallele Kräfte in f. 159; gefondenoD 
gan« analogen Satz: 

Mai mmn ein System von Kräften 4n ei ner BkuM^ 
find xieht man von einem Pmnkte M der Eiern w 
die Bdekhmgen der Krafie gerade LdnieHy feekhe ät 
Mie/iiungen nach einerlei Seite »n i m ter einetkhr 
gleicAen Winkeln s=a schneiden^ so 4eij wenankh 
die Kräfte das Gleiehgewiehit hmhen^ nnd nur ion^ 
die Summe der Froduete mos jeder Kraft «s i^ 
ThHl ihrer Richtung^ welche sich vom Durch- 
schnitte mit der an sie gezogenen Geraden bit %^ 
Angr^spunkte der Krqft erjitreoJkti eine bei jeder 
Lage von M und bei jedem ff^erthe von a sich glekh- 
bleihende Grösse y und nachdem diese Grösse fsMh 
nuUi oder negativ istj ist das Gieeehge^oicht ncher, 
dauernd 9 oder unsicher. 


f. 162. 

Bei der jetzt angestellten Untersucbang über die 
Sieherbeit des Gleicbgewicbts zwiscben Kräften, die 
in einer Ebene enthalten sind, berüolcsicbtigten vir bloss 
solche Verriiekttogea des Körpers, wodanb. die Ls^ 
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I 

di^er Bbene.iuoht getadert wurdet also Orehongen 
des ^ör^ers am ^ioe auf d^ Ebene abmale Axe. 
Die in Besag auf eine aelehe Axe »tatt findende Be- 
aebaffeaheit gilt aber im AUgetaeiaea aioht auob fiir 
jede aad«re auf der Ebene niaU; »oraiale Axe, se dam 
von awei Axen, welche eiaen Wiakel init einaader 
laaeben, das Glf»ehgewiebt räeksiebtUoh der ettiea 
eiebesr seya kaan» wäbread es in Besag auf die andere 
unsicker ist. 

Bestebe das Sjstem %. B. aus 4 Erfiftmi Pf P"^ 
^^9 welche 9 in einer Ebene wirkend ^ im Gleiobge^ 
wiobtesind. Dabei sejen P und JP' fSar sieh im CUeich» 
gewichte 9 folglich auch ^ und ^; ersteres Gleicbge- 
wicht^ für sich betrachtet, seysicher, letzteres unsicher. 
Sind nun resp* ^ jt^ JB*, B die Angriffspunl^ dieser 
4 Kräfte, nad wiiad der Körper am AA^ als am erae 
Axe, gedreht, so Ueibt das Gleichgewicht xwischea 
dea Kräften P^ P'^ welche in der Linie AA wirken, 
nnverändert, und die Kräfte 1^, Q[ verwandeln sidi in 
ein paar, weldbes den Körper neeh mehr aus seiaer 
anfaa^idien Lage au bringen strebt. Dreht man da- 
gegen den Körpw um BBy «o dauert das Gleichge- 
wicht zwischen ^, ^ fort, die Kräfte P, P aber be- 
mühen 4eh, den Körper in seiae erste Lage wieder 
zarüdizuführea« Das Gleichgewicht zwisdien den (k 
Kräften ist daher in Bezug auf die «rstere Drehung 
ansicher, in Bezug auf die letztere sicher« Uebrigens 
sieht man von selbst, dass die hierbei gemachte Be- 
dmgung, dass .sämmtlidbe 4 Kräfte in einer Ebene 
wivkim, keine weseatliehe ist. 

So wie dem jetzt betrachteten Sjstmie von Kräften 
nach der Yecsdnedenheit der Verrfidcuag des Körpers 
Sidierheit aad Uasicherheit zagleioh sukommen kaan, 
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so gilt diiBses, wenige spectelle Fftlle aosgenommen, 
unter denen ein System paralleler Kräfte der meik- 
t(firilig8te ist, anch von ledem andern Systeme. Den 
Inhalt der nächstfolgenden f§« soll daher eine ganz 
allgemeine Untersuchung der Merknmle ausmachen, ans 
denen bei Kräften, die nach beliebigen Richtungen auf 
einen frei beweglichen Körper wirken und im Gleiob- 
gewichte sind, die Sicherheit oder Unsicherheit diesei 
Gleichgewichts für eine gegebene Verrückung des Kor. 
pers evfcannt werden kann, — eine Untersuchung, die 
durch die f §• ItS. und 136. im vorigea Kapitel voll- 
kommen emgeleitet ist. • 

■ 

f 163. 

Jede Yerrüekuikg eines Körpers läset sich in eine 
parallele Fortbewegung und eine Bt e h i aag .desselben 
um eine gewisse Aze zerlegen« (•§* 4ä).^). Oorch 
die parallele Bewegung wird *AaB -Gleichgewicht moht 
gestört, wohl aber im Allgemeioen durch die. Dre- 
hung, und wir haben daher auch gi^enwärtig^ vo 
die Sicherbett untersucht werden ,soH, aar den zweiten 
Theil der Verrtiokuug oder die Drehimg in Betracht 
zu ziehen. 

Nun sahen wir in f.l36..o.^ dass^ sobaldider Kö^ 
per am eine Axe gedreht wird, die voiber im Gleicb- 
gewiobte befindlicheft . Kräfte glrichwirkend mit einem 
Paare werden^ dessen Kräfte *^Pi und — P2 ^^ 
eben so wie die Kräfte des Systems, auf zwei bestimmte 
Punkte uii und A^ des Körpers-^mit sieb gleichbleiben- 
der Richtung und Stärke wirkepd setzen kann. Jenaeh- 
dem folglich das anfängliche Gleichgewicht zwiitchen 
diesen zwei Kräften sicher oder unsicher ist, jenAch 
dem also — P,,u<|Jf, eine poeitive oder negatire 
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Grösse ist, wird anoh dem Gleiohgewiobte des Systems 
Sicherheit oder Unsicherheit beizulegen seyn. 

Es ist aber nach den Formeln (a)^ {A)^ {tf)y (e) iu 

i. 13S: 

D^ 

von welchem Bruche der Zähler 

+ {^-Fx~G9yy 
also immer positiy, und nur dann css ist, wenn 

fg>^Gip+Bx^ gX=^S<P+^j A^^J^X-tGip ist, also 
nor in ; dem speciellen Falle, wenn ,das System eine 
Axe des Gleichgewichts hat und um diese gedreht wird. 
Der Nenner des Bruches findet sich 

— ifV—^ — Bx)9 + igX^ffV--J^i')z 

nnd werde mit S bezeichnet« Das Gleiöhgewicbt eines 
durch F, €?, H^ /, g^ h (§• 127. (4) und (7)) gege- 
benen Systems ist demnach bei der Drehung um eine 
durch (pyXy^ ihrer Richtung nach gegebene Axe sicheir 
oder unsicher, jenachdem die mit S bezeichnete Function 
dieser Grössen einen positiven oder negativen Werth hat. 

f. 16«. 

Lassen wir die Drehungsaxe parallel mit der Axe 
der X seyn, so werden 9 = 0, x=^Oy t// = l, und damit 
S=A=2{a:X+yY)^ welches uns in Verbindung mit 
§. 160. folgenden Satz giebt: 

Das Gleichgewicht xwiMcAen Kräften y die nach, 
beliebigen Richtungen auf einen frei beweglichen Kör- 
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per wirken^ üt bei Drehung des Korpers um eineAxe 
sicher oder unsicher^ jenaehdem e§ bei der Drehung 
um dieselbe Axe das Oieiehg^uieht zwischen deis Pro- 
jecHonen der Kräfte auf eine die Axe rechtwinklig 
schneidende Ebene istp 

Es dürfte der Mähe nicht unverth sejD, zu nnter- 
suchen, nde dieses eiofache Resultat auch ohne Hülfe 
des obigen zusammengesetzten Ausdrucks für S aus 
dnfachen geometrischen Betrachtungen hergeleitet wer- 
den kann. 

1) Sej AB (Fig. 42«), wie in f. 133., die Axe der 
Drehung, welche man sich, wie dort, Tertioal denke, 
MN eine horizontale, £e Axe in A schneidende Ebene 
und PQ eine der Kr&fte des Systems, welche sich das 
Gleichgewidit halten« Für JPQ, und eben so för jede 
andere Kraft des Systems, suhstitnire nMU ihre hori- 
Zimtale Projection TU^ das in einer rerticalen Ebene 
gelegene Paar horizontaler Kräfte PBy TO und die 
Tcrticale Kraft FS. 

2) Da die Angriffspunkte P, T der Kräfte jedes 
Paares PR^ TO in einer Yerticalen liegen, so kann 
man nach §• 136t e. fiir jedes dieser Paare ein anderes 
setzen^ dessen Kräfte ebenfalls horizontal sind und ihre 
Angriffspunkte in zwei beliebigen Stellen, z. B. in A und 
Bj der verticalen Axe haben. Sind demnach die hori- 
zontalen AC^ BD (Fig. 42.*) die Resultanten dieser 
auf A und B wirkenden Kräfte, so bilden diese Resul- 
tanten ein Paar, welches mit sämmtfichen Paaren PR^ 
TO gleichwirkend ist 

8) Die Kräfte TU in der horizontolen Ebene stoi 
▼er der Drehung für sich im Gleichgewichte (f. 133)^ 
und man kanu daher, weun der Kfirper um AB gedreht 
werden soll, statt atter dieser Kräfte swei emander 
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gleioira uadi direot enfgegengea^zte kt dW^Eb^ie sttb- 
•tituirotty wobei mir erfordert wird, das» das Produel 
9MB der ' einen in den Abstand ihres Angriffs^ niiktefl ron 
dem der andern = dem Moment der Kraft» TU kty 
aadidein Jede der letetem um iinren AngrifiispaBkt um 
W im der Ebe*e gedrcbt wordext (§• 121. u, IM.)« Da 
faieriiaoh yon dea «wei fiär TU za aetaenden Ki&ften 
die eine nebet ibram AagriffspiMSkte . wittkiärlick ge» 
uouMneii wardeii luMin|^ so aej A der Aagriffspunlct dev 
einen und sie seRiet, imtWk^E vorgestellt, sej des 
AC ffUioh mA eatgegeng^setz«; biepmit fiad^e sieh At,^ 
al» delr AagriApuafct dev andierit Kraft. ^t^,y ss^Cm 
Aa£attga aad iaaeb wäbrend de« Drebuog siad dabet 
AJE und AC htm CUeiebgewiohte and bdonea felgfipb 
^eggelassea» vetdeaw Die Paaie PJ^ Tß^md die 
Kräfte TU md deaiaeeh ieetwäbrend gleichwirlEeBd 
mit deaii. PMHre A^E^y BD. 

4) Waa aoeb. die mttioalea Kräfte PS anbmgty 
so milssett sie zvt ibrer Reaaltaalei ein Paar haben, 
wdobea aiit deia. vedgsn A^Eiy. BD aBfilaglio|i das 
Qleiebgewiobli bilt» lat daher vob allen vertiealeu 
Kr&flea, die eine PS selbst ansgenoaimen, der Mittel- 
punkt P^ und dte Rdsultanee /^..iST^^ se bilden PS und 
PiS,^ dieses reaaltireade Paav. Die Bbette desselben ist 
wegen des Gleicbgewiebis anfanglieh mit der Ebene 
ABC paralleli -nad es bat, wie auch der Körper ver- 
rüekt werden nag^ mtt dda tertiealea Kräften immer 
gleiche Wirkung« 

Statt dieses Paares kana aber jede» andei^ geseat 
Wjsrden, das mit ihm anfanglioh gleichwirkend ist, und 
dessen Kräfte ebenfalls vertical sind« Denn wenn zwei 
Paare, auer vertieldeB Kräften besieheud^ einander 
gleidie Whrkung haben, und wen» der Kdrper, aa wel- 
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ohem sie angebnioht sind, um eine verticale Axe ge- 
dreht wird, so bleiben sie gleicbwirJcend, da durch eine 
•olobe Drehung die gegenseiHge Lage ihrer Kräfte 
nieht geändert wird. 

Für das Paar PS, /»,Ä., dessen Kiftfte in euer 
mit ^BC parallelen Ebene vertioal wirken, kann man 
daher ein anderes setzen, dessen Kräfte in ui, and ß 
selbst angebracht sind. Seyen ^./y und Äff dies« 
Kräfte, und sey von A,E,, ^ ff die Resultante ^ / 
und von B^, BK die Resultante BL, so sind sämit 
liehe Kräfte des Systems bei der Drehung nm AB 
stets gleichwirkend mit ^./und BL. Wegen des an- 
iangliohen Gleichgewichts müssen aber letztere Kräfte 
anfangs einander direct entgegengesetzt seyn, daher 
man die^n ihrer Bestimmung dienenden Punkti^ auch 
geradezu 6ndet, indem man durch E, und D Vertica 
len legt welche ^.B in / „nd L schneiden werden. " 
. J^^""*"**" «•"»•* *• Kräfte de. Systems rüok- 
«chthch emer Drehung um AB tmf A,/ und B£i re- 
dncirt worden, ist nun das Gleichgewicht des Systems 
.n Bezug auf dieselbe Drehung sicher oder unichr 
nachdem es das Gleichgewicht zwischen A I und BL 
irt, also nachdem A.B.BL positiv oder negativ foK 
heb auch, weil A, E dfe Projectionen von^i aj 
die honzontale Ebene sind, nachdem A,A.Ak posIHr 
oder negativ «t, d. h. nachdem das Gleichgewicht zwi 

auf eme die Drehungsaxe rechtwinklig schneidende 
ISbene sicher oder unsicher ist. 

4 

%' 165. 
Z"ät»e. «. Dass die Sicherheit des Gleiohge- 
Wichts des Systems bh«. von der Sicherheit desGleiL 
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genichts zwisohen ^E and ji^Ety oder des Gleiebge«« 
viehts «wischen den .Projeotionen der Kräfte auf die 
Ebene JUJV abhängt, erhellet auch folgendergestalt — 
Die Kräfte des Systems wurden in die horizootalen 
Kräfte TUy in die Paare PRy TO und in die vertica- 
len Kräfte PiS zerlegt, und diese drei einzelnen Systeme 
waren resp« gleichwirkend mit den drei Paaren AE^ 
A^E^\ ACy BD\ A^Hy BK. Von diesen streben das 
zweite und dritte, sowohl anfangs, als auch während 
der Drehung um ABj die Axe AB- selbst aus ihrer 
Lage zu bringen, nicht aber den um. die Axe aus sei- 
ner anfänglichen Lage gedrehten Körper noch weiter 
vorwärts oder zurjück zu drehen. Eine solche Drehung 
nm die Axe können bloss die Kräfte AE^ A^Ei be- 
wiricen, und diese sind es daher auch allein, von denen 
die Sicherheit des Gleichgewichts des ganzen Systems 
abhängt. 

6. Wenn demnach das CSleichgewicht zwischen den 
horizontalen Kräften TU sich dauernd findet, und da- 
her diese Kräfte ganz weggelassen werden können, 
mitbin die Kräfte des Systems sich nur auf die zwei 
Paare ACy BD und Aj^ßj iKiE' reduciren, so kann 
man das Gleichgewicht des Systems weder sicher noch 
unsicher nennen. Es ist aber auch nicht dauernd, da 
jene zwei Paare bei der Drehung die Axe selbst aus 
ihrer Lage zu bringen streben. Dieser specielle Fall 
begründet daher eine neue Art von Gleichgewicht, wel- 
ches ich, um doch einen Ausdruck dafür zu haben, 
neutrates Gleichgewicht nennen will. 

Wollte man bei einem solchen Gleichgewichte für 
sUe Kräfte des Systems ni\r zwei snbs^tuiren, so müss- 
ten diese unendUch gross und mit der Axe der Drehung 
selbst parallel seyn. Denn jemehr sich das Gleiohge- 
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mehtswisoliM den TtJ den dauemdea ZoetcBdenittert) 
und wenn inner , me vorhitty A^B^^as^^AE^ÄC 
genonnea wird, desto näher rfiekt A^ den A. Desto 
nebr näbert sieh folglioh A^B der TertioiUen Lage, 

A S 
und BL =—AJ=:'^^^BD wächst ohne Bnde. 

Aendert sieh dm Syeten allmihlig so, daas der 
Pnnkt A^ in der Linie AC durch A von der einen aiif 
die andere Seite von A geht, se verwandelt siok in 
CUeiehgewieht in ein uneicheres, wenn es veeber dckit 
war, nnd nngekehrl« So wie man daher ron dem Po. 
si^ven nun Negativen auf doppelten Wege grisogefl 
kann, das einenal dnreh Null und dan andoremti 
durch das anendlicb Grosse, so giebt es aueh zwei 
Uebergänge vom siohem zan unsicbem SIeichgewtebte. 
Der eine ist das dauernde CUeicbgewiebl, wo gsr keine 
Kräfte, und. der andere das neutrale Gleicbgswisht, 
wo Ewei unendlich grosse ELraft» hinzuzufügen uiithig 
sind, wenn das GMebgewioht bei Drehnag des Kor- 
peni nicht verloren geh«» soll. 

_ ¥ 

c. Bei einer Drehnag an eine ttberbanpl dnrek 
f , Xy ^ gegebene Axe wirtf dan Gleicbgewicbt des Sjf- 
stens neutral s^m, wenn die in §, 162. dk uat S b^ 
seichnete Fnnetien ^aO, und nicht zugleiek HssBM, 
d% h. wenn nicht zugleich das Sjstera ene Aze des 
Gleichgewiebts hat, und »n diene der Kärpcr gedreht 
wird. Denn hiwnit wird 4s»^/'2.^,^2=:=op, alee 
jede der beideo* nit den Systene bei der Drehung gleicb- 
wirkenden Kräfte unendlich gross ,^ nnd renkte der 
ans (k) und (4) in f. 139; fliannsiidenFenneh B^^Q' 
(t— x'), jes»l, also« der.WinlBel, dessen 6esious « 
im, ^a, d. h. die Linie, in welcher diese zwei Kräfte 
aoanbringcnr sind, wird mit der Axe 4»r Drsksng 
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parallel (^ 196. 6.)i — üboreinatimaiend mit dem 

Vorigen. 

f. 166. 

Wie fiohon im §• 162. vorläufig bemerkt worden^ 
kann das Gleichgewieht eines und desselben Systems 
von Kräften nach der verschiedenen Lage der Axe, 
am welche der Körper gedreht wird> bald sicher, bald 
unsicher sejn. Dasselbe gidi»t auch die den jedesma- 

» 

ligen Znstand des Gleichgewichts bestimmende Function 

zn erkennen, die nach den verschiedenen Werthen, 
welche man drai die Richtung der Axe bestimmenden 
Grössen 9, Xy V^ beilegt, während F'y Oy...h unverän- 
dert bleiben, im Allgemeinen bald positiv, bald negativ 
ist. Um uns darüber näher zu unterrichten, wollen wir 
diese Function zuvor auf eine einfachere Form bringen. 
— Es ist 


f 

wenn man 

» 

fif — 6^// — Hx ==/'y setzt Hiermit wirä 

wo zar Abkürzung 

Q^—hf=g\ H^—fg^K^ Ff+OH=F' 
gesetzt sind. — Ferner ist 

Sey daher noeh 


v' 
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I A'x+F'if>=A'x' «UMi JF'*'—g'A'=:f", so wird 

und 68 ist somit S durch EIofuhraDg der Yeränderliohen 
tp\ X statt 9, Xy als ein Aggregat von drei Quadraten 
dargestellt. 

Da nun nach der verschiedenen Lage der Drehiiugs- 
axe die Werthe von 9, /, t//, und daher auch die von 
9% X\ % >n allen möglichen Verhältnissen zu einander 
stehen können, so istiS immer positiv, und folglich das 
Gleichgewicht für jede Drehungsaxe sieher, wenn /, — A' 
und —/" zugleich positiv sind. Dagegen ist S immer 
negativ, und das Gleichgewicht für jede Axo unsicher, 
wenn fy fi^f" negativ sind. Das Gleichgewicht ist 
demnach für jede Axe von einerlei Beschaffenheit, wenn 
hl ViVkikf'' negativ sind, und zwar ist es sicher oder un- 
sicher, nachdem f positiv oder negativ ist. 

§. 167. 

Auf analoge Art, wie ^, h\ Fjf" aus fy^B 
abgeleitet worden sind, bilde man noch ff^ 0\ tl\g*\^\ 
so dass überhaupt « 

{S\f^F--gh, {ik)F'=Ff+GH, {y)f'=^F^^^Ii, 

(2) g'^G^^hf, (5) G=Gg+HF:{%)g''^G'--h'fy 

(3) H^m—fg, (6) Et^Hh^FG, (9) h"=H'^~f^. 

Sabstituirt man in 7) för ^, K^ F' ihre Wertke ans 
2), 3), 4), so kommt: 

die symmetrische Function von /,... ZT ist, welche, 
= gesetzt, die Bedingung für das Yorhandenseyn 
ainer Gleichgewichtsaxe ausdrückt (§. i31.)« 


' Von der Sidieriieil de» GMchgtwkblt. Si7 

Eben so erhält man: 

(il) g" = Mg, {iH) V ^ Rh, 

Sind nnn h' und f negativ (vor. §.), so ist nach 
(7) auch g' negativ, und daraus, dass g\ hl negativ 
sind, ftigt nach (2)' und (3), dass den/^ g^ h einerlei 
Zeichen zukommen. Nach (10), (11), (12) müssen da* 
her auch:^', hl^ m\\.f" einerlei Zeichen, also, das ne^ 
gative, haben, woraus wegen (8) oder (9) noch folgt, 
dass eben so, wie g\ hl^ auch/" negativ ist. 

Hiernach' und wegen der Symmetrie in der Bildung 
der Grössen y^' ... ^' schliessen wir: 

Wenn tßo^ den leehi Orös9en f\ g\ kl\ f^.^ ^\ K' 
eine, der drei er$tem (z^ B^ K) und eine ihr nicht 
entsprechende der drei letxtern (%, B. f'*.^ negativ 
$ind^ 9p sind es auch die vier übrigen^ und f^ g^h 
haben einerlei Zeichen. Das Gleichgewicht ist als^ 
dann bei jeder Verrückung des Körpers vhn einerlei 
Beschaffenheit y' ^nd xwar s^ieher oder unsicher y jV* 
naehdem. das gemeinschaftliche Zeiqhen von f^ g^ h 
das positive oder negative ist* 

§.168. 
.» ,/m ' ■ . ■ . •• • ' 

Zij^ajtz. Zwisjchen den Grossen F, .*.B' un4 

«/) **%4n ^^^^<^ noj^ einige andere bemerkenswerthe 
Relat^eo. ^atf^ fJm sie zu erhalten, wollen wir %n 

den G^rt«i^finj(rf) in §. |35. 

'i » • 

- ^ {d)\ Hq>-gx + FriJ = Dß, 

( Gxp+Fx — hxiJ=:zDy 

zurückkehren, welche a^ß^y durch 9, jif, v ausdrucken, 
und daraus umgekehrt % Xy V^ durch a, ß^ y auszu- 
drücken suchen. In der That; fol|st aus diesen Gleichun- 
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gen, weno man sie^ um x uml ^ an eliMDitw, mit 
a, 6^ e inultiplioirt, Ueraof addirt und «ir Bestimmoiig 
von aitie 

aO + bF-^ cA^O Mtxt: 
(— a/+ 6a + eO)q>^J} {aa + /i^ + ey). 

Es fliegst aber aus den vwei eratan Aeser GieidkangeB: 

folglich wenn man diese Verhältnisswerthe von o^ byC 
in der dritten substitoirt: 

Su'bstituirt man sie in den zwei ersten selbst, so 
kommen, die identischen Gleichungen: 

iiad fthüliabe ideatiseba Gleichiangep aifaäjt man bei der 
ESimisAtiaB. ¥oa ^y 9 aad 9> / aus {ß). 

Nun wird, Termöge (^), ff + (fCT + HET =^9, 
wenn a^ß^y null sind. Unter derselben YoranssetEnng 
ist daher die Function >y 4- ••«, =0 gesetzt, das Re- 
sultat der Elimination von 9, x^ '^ ^^^ (^)y d. i. aus 
den Gleichnngen (8) in $• 127. Sie muss ddlhar, bis 
anf das Zeichen wenigstens, einerlei niit delr in ^.131. 
i[t6) geftindenen tmd Torhin mit Jt bezeicfaticftea ^♦M m e tri- 
schta Function von F^...A seyii. In "der "^rae^' findet 
sie sidi auch dam Zeichea aaeh von M nicht verschie- 
den, also 

/jT+Gff + JBS'=^ity und eben so wegen 

dar Sjimaetrie 

gg^ + HMf'+FF'^R, 


' Von der Siofaorhek d^t GteidigenichU.' 9l9 

Hiwaaoh wird: 

I—fa + H'ß + G't ^ssiBtpiD^ wA etJen so kommt: 

nach Bliminatiott von i//, 9 üBd soia q>^ x ^8 (^)- 

Diese GleiebuBKefli lassea sich ftber aus 4ea tori- 
geD (rf) umnitteUmr biMe«, if ewi maa a, ft y mit y, /> ^ 
gegenseitig vertaneöht, F^ ...h üi P\ ... K «od i? in 
ti\D verwandelt Es mtms dalier aneli seyn, indem 
man anf dieselbe Weise mit den Gleichungen (rf*) ver»- 
f&ltft nnd die eben so ans i^, ... *' gebiMeta Fnnotion, 
\velche Ä von F^...h war, =iJ' setzt, alsoför Ä:l>, 
RiiftnD) schreibt 5 uiid wenn f^ »..W dieselben 
Functionen von'/^, -..ä' bedeuten, welche F\..iK 
von F|..«^ sind: 

Wcg0n der Unabhängigkeit je swder der drei 
Grössen 9, ^9 ^ ^^^ einander müssen nun die Geeffioieni- 
ten derselben und der da?on abb&Bgigen «, /9, y in dea 
Gleichungen (^**) in denselben Yerhftltnissen 'zu einan« 
der stehen, ids w^ in («T), folgUehs 

Durch Elimination von f aus den i^ei Crleichungen : 

R^ff + Hir+OCF 
9^—Hf--gB* + F& 

folgt aher: BH= KB' + FG = iST".. 
Es ist dalier: 
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§. 169. 

« 

Wenn die in §• 167. %n Ende bemerkten Bedingan- 
gen nicht ßifallt werden, so kann S (§• 166.) nach der Ter- 
flcbiedenen Annahme von q^yXy'^ bald positiv, bald nega- 
tiv, und folglich auoh nnll werden. Alsdann bilden die 
durch die Gleichung S = bestimmten Axea, sobald 
sie durch einen uod denselben Punkt, z. B» den An- 
fangspunkt der Coordinaten, g^elegtwerden, eine Kegel- 
fl^he des zweiten Grades, deren Spitze dieser Punkt ist, 
und deren Gleichung zwischen rechtwinkligen Coordinaten 
man erhält, wenn mai^ in. der Gleichung iS=0 diese Coor- 
dinaten für die ihnen proportionalen ^, /, yj substituirL 

Indem wir Vun j%tzt, und so auch in den folgenden 
<4§-9 nur die durch den Anfangspunkt der Cootdinateo 
gehenden Axen in Betracht ziehen, — denn für je zwei 
einander parallele Axen ist das Gleichgewicht von einer- 
lei Beschaffenheit (§• 163.), — - so ist für jede Axe, 
welche in die Fläche des Kegels selbst fällt ^ S = 9j 
mithin ^ = oo und das Gleichgewicht neutral (§• 165. c). 
Für alle innerhalb des Kegels fallende Axen hat S 
einerlei Zeichen, und das entgegengesetzte für alle 
Axen, welche afisserhalb des Kegels liegen. Für die 
einen Axen ist folglich das Gleichgewicht sid^er und 
fiir die andern unsicher. 

So werden demnach in dem allgemeinen Falle, wo 
das Gleichgewicht bald sicher, bald unsicher ist, die 
Axen des einen von denen des andern durch eine Ke- 
gelfläche gesondert. Ob aber die innerhalb dieser 
Fläche liegenden Axen, oder ob die ausserhalb liegen- 
den es sind, denen das sichere Gleichgewicht zukommti 
lässt sich ohne weiteres nicht entscheiden. Denn be- 
hält man die Aflgriffspunkto und Intensitäten der Kräfte 
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bei, verändert a)>er ihre Riohtaogen in die entgegenge- 
seta&ten, als wodurch abermals Gleichgewicht eatstdit» 
80 gehen die Werthe von F^... A in die eben so grossei^ 
entj^crgengesetsten über, mithin auch der Werfh von 
S^ als einer linearen Function dieser GrSssen. Die 
Gleichung SssO bleibt daher ungeändert, und folglich 
aaoli die Kegelfiäohe. Bei deichen Werthen von % Xy, '^ 
aber^ bei welchen S vorher einen positiven Werth hatte, 
erhält es jetzt einen negativen, und umgekehrt Wenn 
(olglich beim erstem Gleichgewichte den innerhalb des 
* Kegels feilenden Axen Sicherheit zukam, so gehört sie 
beim letztem den ausserhalb fallenden, und ' umgekehrt. 

i. 170. 
' Die Function jS, welche hinsiditlich , 9), /, ip yom 
zweiten Grade ist, und welche sich nach dem Vorigen 
im Allgemeinen als em Aggregat dreier Quadrate dar- 
stellen lässt, kann in besondem Fällen auch schon in 
zwei Quadrate auflösbar seyn. Alsdann muss auch die 
gleiohgeltende Form 

wo die ganze rationale Function M statt des vorigen /^^ :/* 
geschrieben worden, in zwei Quadrate sich zerlegen 
lassen. Dieses ist aber wegen der gegenseitigen Unab- 
hängigkeit von 9'^, x^^9 V^^ oi<^b^ anders möglicli^ «als 
wenn einer der drei Coefficienten y^ — ^^'/y ü*^' die- 
ser Quadrate null ist. Nun kann nicht der erste saO 
sejn, indem sonst der zweite =00 würde, und eben 
so wenig kann es der zweite seyn, indem damit der 
dritte =s0O würde. Mithin bleibt nur übrig, den dritten 
ssO zu setzen. Die Bedingung, unter welcher jS^ al9 
ein Aggregat zweier Quadrate ausgedrückt werden kann, 
ist demnach : 1 

2t 
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S^/w' --jz* = y LT 9" - i/o 

wM moB drei Falle zm BntenebcUeSy aachdevi iiaailidi 
£e Cecffieieoten der zvei Quadrate catireder 1 J Wide 
daa posftire, oder 2) bode das Begatire, oder ?} eia- 
aader eotge§eiigeaetzte Zeieheo kabeau 

lai efM^ea Falle ist y posifir imd il' negativ; nsd 
da, wegen R = 0, naeb (10) md (U) ia §. 167./" 
nnd g' oall sind, folglich nadi (7) imd (8), F^:=gli 
and CF'^ =^A^ ^ c^ *u^d aach g aad /^ oe^atiF, ood 
nadi (2) ii|id (3), h imd ^ positif • Alsdaan ist fas jede 
Axe das Gleiebgewicbt Mcher, ansgeDommen fqr die- 
jenige , tax welehe if nnd / = 0, d. L 

/y— ^— ö^=e nnd /l'/+jrv'=0 

sind« Es ist aber die erste dieser zwei Gleichongen 
die erste der drei BefingnngsgleiebaBgeB (8) in ^ 127 
wenn die doreh 9, /, v^ bestimmte Axe eine Ciieiebg 
wiibtsaze ist; nnd die zweite , for welehe «an, 
jetzt >ffaa«, folglieh H"^ffH^r€F^^ ist, anoii 
&Y^ -* ^V =^ setzen kann, entspringt dansh Elimina- 
tion von 9 aus der zweiten nnd dritten jener drei Glri- 
ebungen. Die , aus 9 ss und / =4 faerrorgehend^n 
YerhältniMe zwischen 9,^/, t// gehören daher der Gleiob- 
gewiohtsaxe an, die dem Systeme gegenwärtig aalEonmt 
Wird aber die Gieichgewiohtsaxe zur Axe der Drehaqf 
genommen I so ist das Gieiebgewicfat dauernd« 

Im zweiten Falle sind f und K zugleich aegativ, 


n 
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voQiit sieh auf ähnUebe AH, ^e Vjoriii% wA gy hif\ g 
negotHT finden.. Das Cleiidigewidit i^t Amm för jede 
Axe unsicher 9 ausgenommen, Ivenn q> und / zugleich 
=cO sind 9 d. i. für die Gleicbgewiditsaxe, wo da» 
Gleichgewicht Daner .hat. < 

W^n endlidi drittcuii^ X positiv ist) und «laher, 
W9g«n G'^ ^Kf und F^ ^g'k\ «ich /' und ^ po- 
silir jlnd^ so lässt fiiioh S in awei Faotioren auflöten: 

Setzt man joden dieser FactiMren für sich =0, 
drückt in ihm 9' und x durch fp^ Xj V^ aus und Substi- 
tut jf,yyX.Sxt 7, x% % 9Q erhält mm die^ Gleictningen 
zweier durah den >laifangQ4^|ialit dw Coordinaten geben- 
den Ebenw. Für die Ilnreji9chii(tt9linle derselben jaiii4 
beide Factaren ziigleieh ^jc^ ^90^'^=^^ und x'^^^i 
mithin ist diese JUnie die Qlcaohgeiricbteaxe: 

Durch fie zwei Ebenen wird nun der Baum in Tier 
Thetle getheOt, welche paarweise efnander gegenüber 
liegen, und jenachdem die Axe der Drehung in dem 
einen oder andern dieser Paare ei^alten ist, ist das 
Gleichgewicht sieber oder wmcher. Für Axen, welche 
in eine der beirfei' Eb4me^ wib^t &1J^> ist dad Gleich- 
gewicht ncptrfil^ fiu^etfQmipiep fö? die mit der Dureh- 
s^i^ittsUnie 4er fib^qei» ausamn^enfalkipde Axe 9 .fmr 
welche es Dane^r bAt/ 

f. 171- 

Es ist jetzt der noch specieliere Fall zu untersuchen 
übrige in welchem S sich auf ein einziges Quadrat re- 
ducirt. Dies geschieht aber bei dem im Tor. §. bereits 
auf zwei Quadrate zurückgebrachten Ausdrücke für jS^ 
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nur dann, vonn, nftohst der für Jenen Ausdruck gel- 
tenden Gleiohung /tcEsO, noch A'=0 ist, wodurch 

wird. Mit jR = werdeol aber F^^ ...V zugleich = 0, 
i^orans, yenn noch h' i=^9j Aiittelst der Fonueln 
in ^. 167. und 168. leicht zu scUiessen, dass auch 
F\ O'y H\ fy ^ null sind. Nach (4) in i. 167. ist als- 
dann /*=: — OHiPy und S erhält damit den symme- 
trischen Ausdruck: 

Gegenwärtig ist ako das Gleichgewicht für alle 
Axen von einerlei Art, und zwar sicher oder unsicher, 
nachdem das Product FOH negativ oder positiv ist, 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, nachdem /^g*,/», 
die jetzt einerlei Zeichen haben,' positiv oder negativ 
sind. Doch madien hiervon diejenigen Axen eioe Aus- 
nahme, für welche iS»s=0 ist, und welche daher in der 
Ebene liegen, deren . Gleichung 

F ^' Q^ H~ 

ist. Denn nach f. 134.^ sind, unter den jetzt statt fin- 
denden Bedingungen F';^ 0\ H':s=:% alle Axen dieser 
Ebene Axen des Gleichgewichts , und es ist nntbin fiir 
jede derselben das Gleichgewicht von Dauer. 
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^on den Maximis und Minimis beim ^ 

ti-ieichgewichte. 

♦• 172. 

. DiM3 Gleichgewicht zwischen mehrern anf einen frei 
beweglichen K6rper wirkende^ Kräften besitzt, wie wir 
im vorigen Kapitel erkannt haben , die Eigmschafi^ 
dass wenn der Körper um eine Axe, sey es nach der 
einen oder naeh der andern Seite, gedreht wird, wäh- 
rend . die Kräfte auf ihre Angriffspunkte mit parallel 
bleibenden Richtungen zu wirken fortfahren, die Kräfte 
beide Male den Kfirp^r entweder der Lage des Gleich- 
gewichts wieder zu nähern, oder beide Male ihn noch 
mehr von dieser Lage zu entEemen streben. Die Ana- 
logie dieser Eigenschaft des Gleichgewichts mit den 
Merkmalen der grössten und kleinsten Werthe einer ver- 
änderlichen Grösse fällt in die Augen« Denn hat man 
z. B. eine ebene Curve und geht darin, nach welcher 
Seite man will, von dem Punkte aus, welchem die grösste 
Ordinate zugehört, so nähert man sich jedeiBmarder 
Abscissenlinie, entfernt sich aber von ihr, wenn man 
den Punkt, dessen Ordinate, die kleinste ist, zunl An- 
fangspunkte wählt Es st^t daher zu erwarten, dass 
auch beim Gleichgewichte eine gewisse Function der das 
System der Kräfte bestimmenden Grössen ein Manmum 
oder Minimum »eyn werde, und dass, wenn diese Fun- 
ction beim sichern Gleichgewichte z. Bl ein Maximum ist, 
sie beim unsichem als Minimum sich zeigen werde. 
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In dar ThAt idt aoeh sAett bMVofkt worden (^. 
157, a.), dass bei dem Gleichgewichte, weiches zwischen 
zwei eioander gleichen und entgegengesetzten B^räfiken 
/^i und Ps besteht) die Linie A^A^y welche die An- 
griflfspunkte der Kräfte verbindet, eine solche Lage 
haben muss, dass sie, nach der Richtung der Kräfte 
geschätzt, ibrea grttestmoglichen positiven oder n^ati- 
ven Werth hat Wird nämlich £e Richtung von JP^ ^ 
die positive genommen, so mnse die bieraMh getfehlltzto 
Linie A^A^^ d* i. A^Ajg 0OB{AiAt^Pt)9 ^>>* «eher» 
Gleiehgewichle ein positive» Haximiim, beim anaiahcffift 
mn negatives Maximam oder cäe Hiaimirm Myn« 

Es ist aber, wenn in Bezug aof ein reefatwnikBgetr 
Koordinatensystem PiyP^ volAA^jA^ diffoh {X^yY^yX^)y 
(X,, ...) und (^i,..,), {a?2y •••) ausgedruckt werden: 

AiA^.F^.Qo&iAiA^^P^) 

Mithin ist auch dieser Ausdruck, wenn die Coovdi- 
natea der Angriffspunkte dergestalt veränderlich ange- 
nommen werde% dass die gegenseitige Entfernung die- 
ser Punkte 

constaat bleibt^ bmm tidierflr Gloichgei^dite ein Ma^ii- 
mum und beim anrichem ria DfieieMim» 

Liegen die zwei Kräfte und ihre Angriffspunkte in 
der Ebene der ^>y, und ^nird der Körper so verrückt, 
dass üe Punkte in dieser Ebene bleiben, so ist es die 
Fuiiction ^ 
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welche behn Gleiebgawichte ibren gröbsten oder klein- 
sten Wetfth bat 

• - ^ 

« 

§. 174. 

9o wie wh* im vorrgen KAfifitel ilacb den Kenä^^dteb^n 
fihr die Sieberb^ Am GlefebgewiobtsT eines mir ane 
zwei iftifafteh bed^beäd^ Systenfrs die Sii^bie^beit jedes 
ändert! HijsiemU beuiPtbeiken, so können wt# ancb gt-, 
geu^SMg Ms< d^ «ibtn g€tfbndene1l> Ftttotion, ^^6he 
beim Qitrohgfh^hfe z'^isi^n 2Wei HräfCen' ein Maxi- 
n^unr dfUi' MifArhmir i^, die c^^pre^betftfer FMetion für 
jedM' äädifre System h^rlei^eb. 

Ist ein System von Kräften in einer tlbene im 
Gleicbgewichte^ jind bleibt es darin, auob wenn der 
Körper um eine auf der Ebene nörnfiale Axe gedrebt 
wird, so ist ^(;rJir+yF)c=:0 (§. 122.). Diese Glei- 
obnng wird aber niobt allein anfangs, sondern auob 
wäbrend der Urebüng selbst* zwiscben den auf ein festes 
Axensjs^^ bezogenen und daber mit dfer Drebung sic£i 
ändernden Coordinaten det AngriflPspunkte besteben, 
lä jedje neue La^^ in welcbe das System dieser Punkte 
^egen- die Kräfte versetzt wird, Gleiob^ewicbt mit siob 
fuhrt und daher als «ine anfangliobe betrachtet werden 
caiin. . 

. ii» AHigemeiDen: aber gebt das^ anfängliche Gleich- 
^e^dit TcrlereDj^ und das System wird gleicbwirkend 
Dit zwei- Kräftev P.^ U8i4 JP^^ welche nebst ihren An- 
[riifspBnkten A^ und^^^ so am bestimmten sind (^. 124.),!. 
läse sie anfangs eiaaader ebenfaUs das Gleichgewicht 
altoa, und dass anfangs 
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Die Gleichung h^ssh^ beetiiht niin aos demselbeu 
Grande, vie Torhin, auch während der Drehnsg, oder, 
allgemeiner ausgedrückt: wenn die Coordinaten Bämmt- 
lioher Angriffspunkte ^o geändert- werden , das« die 
gegenseitigen Entfernungen dieser. Punkte constant blei- 
ben« Denn das neue System, weiches man erii&lt, vemi 
man zu dem vorigen die Kräfte P^ und P^^ nach ent- 
gegengesetzten Richtungen auf Ai und A^ wirkeod, 
hinzufügt, dauert auch während der Drdmng fort 

Da also unausgesetzt A=A^ ist, und da h^ beim 
sichern Gleichgewichte von P^ mit P29 ^^ <w<di beim 
sichern zwischen (X, Y), {X'y F^), ... ein Maximum, 
beim unsichem dagegen ein Minimum ist, so moss 
dasselbe auch von h gelten. 

Beim Gleichgewiekie xwüc^en JSü^qfien in einer 
ESbene ist denmacA die Function 

ein Maximum oder Minimum ^^ und zwar enteret 
beim eicAemy letzteres beim unsichem GleicAgewieMe* 

♦• 175. 

Auf ganz ähnliche ^eise lässt sich auch bei tSoem 
Systeme von Kräften im Räume eine Function ermitteb, 
die, wenn die Kräfte sich das Gleichgewicht halten, 
ein Maximum oder Minimum ist Seyen P^ und Pj ^^ 
beiden Kräfte, welche an den Punkten' ^^ und il. 
angebracht, anfangs eben so, wie die Kräfte des Sy- 
stems, mit einander im Gleichgewichte sind nad bei 
der nachherigen Drehung um eine durch qf^Xj'^ ^ 
stimmte Axe mit dem Systeme gMchwirkend Verden 
(f. 136. c), Kräfte also, die in den entgegMgesefzten 
Richtungen zu dem Systeme hinzugefügt, ein System 
hervorbringen, welches bei der Drehung um dieselbe 
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Ax^ sein GleiohgeiK^icht piolit yerliert* Alkdann rnuss 
seyn (f. «7. (8)): 

xS(%Z+a;X)=ip2yX+^2yZy 
yjS{a;X+yY)==:x^xY^(p2xX, 
Gleidiuiige% in denen 9ioh äas Summenzeichen aussep- 
den .Kräften des urspränglioben Systems noch auf die 
Kräfte «-*/'i und — P^ erstreckt, und die, weil das 
Gleichgewicht zischen — P^ — P2 nnd den Kräften 
des Systems fortdauert, nach demselbep Schlüsse^ wie 
im vor« f., nicht allein bei den anfänglichen, sondern 
auch bei 4en durch die Drehung veränderten Werthen 
d!er Ooordinaten ihre Giiltigkctit haben. 

Man mnltiplicire nun di^se drei Gleidbungen resp. 
™^ % Xy y^ und addire sie, so kommt mit der Beriick- 
sichtigung, dasä 

(p^xX+x^y'X + xjj^zZ 
' '^X}l'(yZ+i^J)+^ip{xX+a;Z)+vx{^Y+yX) 

»(9W?+^+Va) {fpX+x^+'^^ 
und dass 9)2+;f«+i^«=l ist: 

eine Gleichung, welche eben so^ wie die drei vorigen, 
nidit blosi^ für den Anfang, sondern auch bei der nach- 
herigen Drehung gilt. 

Nun bleiben 9, Xy V^ ^i^ ^® Kräfte Xj F, Z\ etc. 
während der Drehung unverändert Eben so blriben 
es auch die rechtwinkligen P^ojeetSonen der Angriffs- 
«punkte auf die Drehungsaxe, als die Mittelpunkte der 
von den Angriffspunkten um die Axe beschriebenen 
Kreise; mittiin ändern sich anph nicht d» Projectienen 
der vom Anfiingspunfcte der Cooiidiiiaten bis lu den 
Angriffspunkten 'gezogenen geraden Linien auf dieselbe 
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Atty and diese P^ejectionear eind ^ss^s-^i'Xy+^P^ «te* 
In Folge der zuletzt erhaltenen Gleicbittg bleibt iwitcr 
aach die Summe J?(irJ^4'«**) eonetaot. Es ist aller 
'diese Samme^ wefiB wir das SammeBzrfeb^ die Kr&fte 
des ursprünglielieD Sysfette alleio umfasscdn lassen,* 

md sie erhält somit die Poras «ihier Bifferü»» Die 
swei diese eonstante Differenz bildenden Snmdie» nsisBeü 
daher gleiohzeitig ihre grossten aad kMntftea Wertfte 
erreichen. 

NoB hat fie Samwe x ^X^ ^^.^-^XiZ^ ihren gi6a»' 
te» positiven Wcvtfa beim sieieni Okriebgfwiehfid, imä 
ihren grossten, de« pesitff en absolut gleiehM^ wa^iArmi^ 
Werlh beim nnsiebera Gleiebgetridite Bwisebew Pt^mAP^ 
(f. 173.), Mgliob a«eb zwisehen deoKrlAfeBi dM SgrsleiftR 

Mithin ist auch die Summe 

beim siehern 6lii«^e«»i6hte tmieehM^ äe^ Ki^aßen 
des Systems ein Mas^iiMn^ und dvitot' uneieißfern ein 
Minimum. . 

Amt Boeih loMrzere Weise kasn' man. zw diaadBl M* 
sriltatie giehmgefly Vfwmi man did üi f . 104. eiMItdtae 
Formel für das Manmum oder Miainiuay beiiisf Bi eish» 
g«lRriebte eiM(h iil eiaer Ebens. enthahelieB S^stenfs zn 
■iittie BiiniBt> Sikid sAsIliob die anf ^e Pank«# (j^^y % 
eM wiAeiiden firillb (jr> Fy JZ), itto.* ii* GierbiigetMhts^ 
SB^ sMl' 08 äntk die Projeetionen dMsd[ben> auf ,die 
BbMd Amt je^y, dw i. die wst Üsf Pmkte {^iy^ffh efe^ 
ii^€rt de iy Kiiifte {S^ Ty«^ ote. (ft' 68.), taailL m wäy. 
wein maa des ÜMi^eB lifm* clhle^ auf diBsef Bbeae noN 
BMÜ^i d. ii mit dei* Anr der sr panifieley Aa» As^y 
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£0 Fmieliini 2(jrJr<4*yF) eis Msixmpm beiiii sicheni 
und ttii Slitiiaiiiiii heim ondiebäni Gleicbgewiotite d^ 
Kftffti^(jr5 Y^O) etG», felgSohtMh der Kräfte (JE, y,2^ 
«te« (f ^ 16<k). Da ferner bei dieeei^ Drebmig die Coof^ 
diMlM Xf etc., aiithm aoeh die Samme S»JB, uageäii-^ 
dert bleibea, so ist uster denselben Beimgmffn aoeb 
S{sX+y¥+%Ji) ein Sfoxioium oder Miniintf«iF. pe 
ist iib«r diee^ gntnine, wena wnr die Krftfte mit P^ ete# 
ihre Angriffispnnkte mit ut^ ete» tind den Aefaagspnnkt 
der Oeerdinaten mit O beaeiebne», ttiiS0A.Peo^{QA'P)^ 
H&d daber crsabbaagig ron dee» durob O gelegten 87^ 
steine der Coerdbialiaiaxenf, also' eia Bfa:slfmnn oder 
Miniiaani, aadi weim der K<ttper nm eiae^ andere, init 
der Axe «te# x aiobt paralMe Axe gedrtifl wird. 

• * ' ■ * 

2ntati«. Trifft eia Ven 9 aujf die Riifttiiag i«tt jI^ 
^enufe» Perpmdlket dieeidlbe ia Ml {tig^ 4:f.% bö Isf. 
MjätiSkOji'\iM{0A^Pyy Md. dia Terigfa ^maw.tiirft 
' =» SMjdJ^. Wird bleraaf d^ Korper iteri^fiMkl^ ntt A 
gabt daa^k ^> nMb ji, filfft^ i&id ist M, de» Fn^spaakt 
da» Tdtt (^ aal die aimtteliri^e IlicfbluBg taa ;^|;efitll- 
ta» ^erpendikalev ^ terwaadelf steil dia 8i!k«aa»e itf 
^MfAfip4 Wen ak^r* die Aiebtaogea vM i^ k» der 
etelefr tmd aweftea L^aga das fcdi^ai^ slaaBda» {MvMldt 
äfiaA, tse kn OMM, dbae aaf d^ iKebtäag rotf .1^ n^i^ 
nn^ Kb^tte. * Dta Santate^ ii^be' b««kn Gk^My^Iokll^ 
tUm^ Oitastflair oder Kdfateiiea ist^ täid daher anah m^- 

halten ) wenn man duroh einen unbet^eglicben iSidkt 9 
Fbenen legt, welche die Richtungen der Kräfte recht- 
winklig schneiden, bierauf jede Kraft in den Tbeil 
ihrer Richtung vom Durcbsclmitte der letztern mit der 
auf ihr normalen Ebene bis zum Angriffispunkte der 
Kraft multipücirt und diese Producte addirt. 
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Weil die RiohtaogeD der Kräfte sich paraOel blei- 
ben ^ 80 sind die durch O gelegte Ebenen eben so, 
me O selbst^ imbeweglich* Man sieht aber leicht, das» 
man statt der in O sich gemeinschaftlich ^sohneidendoi 
Eboien. irgend andere unbewegliche, auf den Riobtim- 
gen der Kräfte normale Ebenen setzen kann. Denn 
wird die Richtung von P von einer auf ihr normalen 
und nicht durch O geh^aden Ebene in JV geschnitten, 
so ist der Unterschied MA.P—NA.Pz=^MNJPy also 
constant, weil es sowohl P^ als der gegenseitige Ab- 
stand MN der beiden unbeweglichen Ebmien ist Mit- 
hin ist auch der Unterschied der Summen 2MA.P und 
2NA.P constant, und daher die eine mit der andern' 
gleichzeitig ein Grosstes oder Kleinstes; .also:, 

Halten weh mehrere auf einen frei bewegUehm 
Kä^per wirkende Kräjfie da» Gleichgeuiiohty und denkt 
man sieh die Richtung jeder Kraß van einer ünbe- 
wegliehfn Ebene normal geechniUen und nuMplieirt 
jede Kraft in den Theil ihrer Bicktung vom Durch- 
schnitte der auf ihr normßlen Ebene bis xu ihrem 
Angriffspunkte ^ so isty wenn der Körper um eine 
beliebige AxOy sey es nach der einehy oder nach der 
andern Seite^ gedreht wird^ die diu^ sich ändernde 
Summe jener Producte beim anfängUehen OMehge» 
Wichte selbst ein Maximum öder ein Minimum^ und 
^mur ersteresy wenn das Gleichgewicht in Bexug 
asrf diese Drehung sicher ^ letxteres^ wenn es «ü- 
mcher isf. . - 
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Das Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten, 

♦•177. 
^ Jede YerrüokuD^ eines Körpers kann in eine Axen^^ 

drehung und in eine parallele Fortbewegung zerlegt 
werden. Sind nun die auf einen Körper wirkenden 
Kräfte im Gleichgewichte, und wird der Körper um 
eine Axe gedreht, so ist, wie eben gezeigt worden, 
die Summe J^{xX^+yY-\r%!^ fiir die Lage im Gleich- 
gewichte! selbst ein Maximum oder Minimum. Wird 
aber der Körper parallel mit sich fortbewegt, und nimmt 
alsdann der Punkt, welcher anfangs mit dem Anfangs- 
punkte der Coordinaten zusammenfiel, den Ort (a, b^ c) 
ein, so wird die gedachte Snmme =r^((^-|-a)X 
+ (y + 6) Y+{x + c)Z):sr:2{a;X+yY+xZ)y wegen 
2Xy2Yy SZz=iO (f. 66.), und bleibt daher ungeändert 
Deshalb und zufolge der bekannten Natur derGrössten 
und Kleinsten wird daher die Summe vüberhaupt sich 
nicht ändern, wenn der Körper aus der Lage des Gleich- 
gewichts um ein unendlich Weniges auf irgend eine 
Weise verrückt wird, d. h. es wird 

2{Xda;+Ydy + Zdx) = 

seyn, wofern nur die Differentiale «tr, dy^ da^ da/y etc. 
80 genommen werden, dass die gegenseitigen Entfern 
nungen der Punkte (j7,y, s;), (^iy^^O» ^^^* uuTerän- 
dert bleiben. 

Es ist aber Xdx -f- Ydy + Zd% = dem Product aus 
der Kraft (J^, Y, Z) in den auf ihre Richtung projicir- 
ten Weg, den ihlr Angriffspunkt [x^y^^ beiderunend' 
lidi kleinen Verrückung des Körpers genommen hat; 
und wir können daher auch sagen : 

Ist ein System von Kräften ^ welche auf einen 
frei bewegHeken Körper wirken^ im QMehgemchte^ 
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und 9»irS dßr Körper um ein umendiMk Weßmgee 
verrückt j so ist die Summe der Pröducte aus jeder 
Kraft in den nach ihrer Richtung geschätzten Hfeg 
ihres Angriffspunktes Jederzeit mdL 

Die bei eiaem sich bewegenden Körper in eUiem 
unendlich li^Ieinen Zeittbeile durchlaufenen Wegpe seiner 
Punkte sind den alsdann stattfindenden Geschwindigkeiten 
d^r Punkte proportional. Dieße W^gifi, geschätzt nach 
^en Richtungen |{er Kräfte, welche an dop die Wege 
hescfareibenden Punktep angebyrapht sind, pennt man 
daher die virtuellen Geschwindigkeiten d^ 
Punkte $ uu4 der Sßta;, welcher aussagt, da^s die Summe 
der in die virtuellen Geschwindigkeiten itirer Angriffe- 
punkte innltiplicirten Kräfte bein^ QleichgewvQhte null 
l^t, beisst hiernach dfi^Princip 4^1^ virtuDll^p 

Geschwindigkeiten. 

- ■ - \ " 

f- 17g. 

Die Reihe der Schlüsse, durch weiche wijr uns 
nach und nach zu diesem Princip erhoben haben, iet 
ziemlich zusammengesetzt. Da nun gleichwohl die Ein- 
fachheit des Princips einen derselben angemessenen 
Beweis wüasolMnswerth macht, u»4 es aaeh an «ieh 
intersesant iirt, zu sehen, wie das Pfioeip in tei em. 
{••fasten Fällep sich ^est^tigt,, so wiU aeh nech feigem« 
den möglichst kurzen und auf den ersten Gründen itar 
Sistik beruhenden fieweifii 4<K^^0n Unsufögen. 

1) S^eii PnniP' (Fig. 48.) zwei «ich daftCUeieb. 
gewicht faähendo Kräfte, ji und A^ Uure ^^ngriffi», 
piinkte, wdtohe dureii ^ine uncüidMeli kleine VenriickMBJ^ 
nach ß und ^kommen, s^ dass jB J^mm A umd M 
dem Ai anendlicfa pabe liegt, imd BB^^saAAI Ist» Die 
{lMk|6elhM»en von B ^ssA B^' auf ^AA' ••ymii md €V 
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so iat wegm das iiDMdluih kleinen Wuikela vea jPil^ 
mit JLT, C^^B^^AA[, folgUob AQ::=^A'a. 
Wegen des fileieiigewidits sinii aber die Kräfte /'«nd i^ 
oinpsder gleioli^. und ihre Rietiimigeti in d» Ltnie AA^ 
einander direet rcintgegengifeaetzt, also A€ waAA'iy die 
fiitneUenOeedivin^igkeiten üuror A^griffsjiankte* Simmt 
nan daher jede Kväft posüiv, nnd die vietnellen Ge« 
sokwindigkeiten po^tisr oder negadr, nadidem si^ mit 
den ihnen zugehörigen Kräften einerlei oder entge« 
gengesetzte Biebtn&gep hakbefi, sp ist 

P.AC+P'.A'fr^^, 
und somit das PripMsip ftir jiei| euife^ohsten Fall bewiesen. 

2) Seypn P^,B\ P",... <Fig. 49.) mefarere auf 
dtnseflben Punkt A eines Köipera ' wirkende iipd sieh 
Aas 4iieiehge«ieht haltende KraAe. Dnrdi äine Ver« 
Kckniig das Körpers kemnie ^ naoh ^B^ und die Pro- 
jeotienen ^^wk B auf die anföngUohen Sichtungen dei^ 
Kräfte Äeyen C, a^ C\ ...j also AC^ AC^ A€r^.. . 
die virtuellen -Geschwindigkeiten tou A. Wegen des 
Crl^digewiohts ist nun die Sun^me derProjeotionen der 
l^älte auf die durch AmniB zu ieg«ide Gerade sssO^ 
wie gani^ einfach dus dem Paralielep^edum der Kräfte 
flieset (§. 67.2.); Es ist daher /'cos'qp4-/^ces9'4-«.« 
= 0, wenn % q>\ ••• die von /^, jP, ••• mit AB gebil- 
deten 'Wmkel bezeichnen. Zugleich ist aber cos q> = 

-j-g, cosq>^==-j^y etc.; folglich auch hier: 

3) TVeffißp ^i£ib die Ricbtuegmi 4^ flieJb ^ae Gleiobr 

gcp^iisht haltf^den Kräfte Py P\ .f. }n ein^m Punkte A^ 
wirken sie ßi^er rnÜkt unniittelbiH' Inf die#^n Punikt^ 
SQjndern wf beUebige andere Punkte ihrer Richtung^ 
Bo bmfe man In A die repp. den Kräften P^ P\ ... 
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gMeheo uiiddireot entgegongiesetxten Kräfte €,^V«* 
an, 80 dass Q mit Py Q^ mit i^, eto. und ^, ^, ... 
ontereinaBder, eben so wie P^ P' . •• miteMinimder, im 
Gleichgewichte sind. Yerräeken wir nun den KSxf&t 
um ein unoidlich Weniges und beaseichiien dabei die 
Tirtnelle Gesohwindigicett des Angriffspnnktes einer Kraft 
mit dem Bnehstaben aus dem kleinen Alphabete , wel- 
cher dem grossen Buchstaben entiq^richt, womit fie 
Kraft ausgedräckt ist, so haben wir 
nach 1): Pp+Qv^ff^ P'p'^q[^z=^ etc. 
und nach 2): ^9'+^/+...=?9, 
folglich wiederum : />> + P'p' + i*"/»" + a . . =sft. 

4) Ans letzterer Gleichung folgt :./*/>'+ /'V".+*" 
= — Pp , d. h« : Bei mehreren dach einem Paukte 
gerichteten und sich nicht das Gleiehgewiebt batteniea 
Kräften ist die Summe der in die virtueUm GesehviB-' 
digkeiten ^ ihrer Angriffspunkte maltiplicirtmi Kräfte 
gleich dem Producte aus der Resultante in die ?irtaelle 
Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes. 

5) Bei drei Kräften, welche im Gleichgewichte und 
dnander nicht parallel sind, muss nach 3) das Prinoip 
der virtuellen Geschwindigkeiten immer Gültigkeit be- 
ben, weil dann die Richtungen der Kräfte sieb iow^ 
in einem Punkte begegnen. 

6) Sind drei sich das Gleichgewicht haltende Kräfte 
P, 12, R einander parallel, so zerlege man die eine 

'derselben, /', in der Ebene, worin sie alle drei ent- 
halten sejn müssen, in zwei andere S und T, welche 
nicht mit einander, folglich auch nicht mit Py Q)R) 
pardlel sind. Von Q und S sey die Resultante Ü^ 
und von Jü und T sey die Resulsante J^, so haltefl 
sich 17 und V das Gleichgewicht, und es ht nach 4) nnd 
Siy mit Anwendung der in 3) gewählten Beseiohnungsart: 
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nüd nach 1) üu+Fp=s% 
mithin I wenn man diese vier Gleiohttngen addirt: 

Z^ + ÖS^ + Är^O; 

das Prinoip ist fdglieh anoh in diesem Falle gältig. 

7) Betraehten wir {etzt ganz allgonein ein System 
VOD Kräften P, P\ /^^..«) die» anf befiebige Ptt^kte 
A^ j4^j A\ ••• emes frei bewegKohen Körpers wirken!^ 
im Gleichgewichte sind. Seyen ¥^ Q^ H irgend drei 
andere Punkte des Körpers, weldbe niebt in einer 6«^ 
radeii Uegen, Yermittcdst de« Parallelepipedoms der 
Kräfte zerlege man die Kraft P nadi den RiohtnngiMi 
AF^ AG^ AH in drm ändere ft^ R; ßi eben so die 
Kraft P nach den Ricfainngen A'Fy A'G, JtH in die 
Kräfte €K^ iT, Sf^ «e Kraft P" nach A'P, A'G, J!'H 
in die Kräfte fK'^ K\ S'\ ü. s« w. Msiii setze hieranf 
die nach jP gerichteten , Kräfte Q^ 4^^ 4t\**^ zu einer 
einzigen Qi zusammen; anf gleiche Art bestimme man 
von den nach G gerichteten Kräften iSt» Bf f. die 
Resultante R^y und von den nach jETgerickteten S^ Sf^ • «• 
die Resultante S^. EKermit ist das ganze System auf 
die drei Kräfte ^^^ R^y S^ reducirt» welche sich da- 
her ebenfalls das Gleichgewicht halten müssen. Wird 
Qua der Körper um ein unendlich Weniges verrückt, 
30 haben wir nach 4) die Gleichungen: 

/>=«7+-«r+Ä#, F>/=«'/+irr'+Ä'/, etc. 

md nach S), e4er 6), nachdem die Kräfte ^^^R^^S^ 
äoh in einem Pnakte treffen, oder einander pmrallel 
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S98 Brater Tb^. Zdwlet Ki^kd. 

Die Addition aller dieser Gleiohiuigen aber g^ebt: 

wie KU enreteen war. 

f . 179. 

Der im vorigen §• bewiesene Sats läset sieh ancli 
umkehren 9 90 dass^ wenn jederzeit ^ wie auch der 
Korper um ein unendlich JVeniges verrückt werden 
magf die Summe der virtuellen Oe9chwindigJkeiten 
Pp + F'p'+... null üt, die Kräße P, P',,.. neh 
dae GMchgewickt hohen. 

Denn wären sie nioht im Gleiehgewiohte, so mfiss- 
ten sie dnroh Hinsnfögnng einer Kraft R^ oder im all- 
gemeinem Falle . doreh BSnznfiignng zwder nicht za 
einer Ejraft vereinbaren Kräfte jS^ und -Ty ins Gleioh- 
gewicht gebracht werden können« YermSge des vor. f. 
mässte daher seyn: 

Rr^Pp^P'p'J^...=9^ 
oder Ä*+ 2V+/)i + /y + ..^ =0, 

also entweder i2r =sO^ oder iK»-i-7V=0y 
weH jebBt /5»+/V+«»*=0 »eyn solL 

Es ist aber nicht bei jeder Yerrficknng des Körpers 
r = 4]nd daher AraO, sondern nur dann^ wenn der 
Angriffspunkt von R entweder in Ruhe bleibt, oder 
sein Weg auf der Riohtung von R rechtwinklig ist 

Eben so wenig kann bei den zwei einander nicht 
das Gleichgewicht haltenden, und nicht auf eine Kraft 
reducirbaren Kräften S und T jederzeit iSf«-f- 3V=0 
sejn. Denn heissen S^ und T^ die Angriffspunkte tod 
S und 7\ und wird der Körper um eine durch So ge- 
hende Axe gedreht^ so ist «==0. Alsdann ist dtoWeg 
von To nur in dem Falle null, wenn die Axe angleich 
durch To geht, und nur in dem Falle auf T perpen- 
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', wenn sie-zogleidi mit T in einer Ebene HegL 
A der Drehung am {ede andere dureh So gebende 
Axe maeht der Weg von T^ mit T einen schiefen 
Winkely und es ist daher nicht ^ = 0, also auch nicht 
Ss+ Tt=:(i. — Wird dordi S^ und T keine Ebene 
bestimmt, fiegt also S^ iu ^y so lassen sich S und T 
auf eine einzige Kraft rednciren, was gegen die Tor- 
ausaefsKung streitet 

Da also weder Mr noch iSf# + 7V stets = seyn 
können, wie doch, wend zwischen P^P*^..» keinGIeicb- 
gewidit bestände, erforderlich w&re, so müssen P^P^^... 
im Gleichgewichte seyn. 

§• 180. 

Auch hei jedem Systeme mehrerer auf irgend eine 
. Art mit einander verbundener Körper, auf welche Kräfte 
wirken, lässt sich, wie wir späterhin sehen werden, 
darthun, dass, wenn die Kräfte sich das Gleichgewicht 
halten, b^i jeder möglichen Verrückung des Systems 
die Summe der Kräfte, multiplicirt in die virtuellen 
Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte, null ist, und 
dass umgekehrt, wenn diese Summe bei jddw Yer- 
rückung, welche die Verbindung der Körper zulässt, 
sich null findet, Gleichgewicht herrscht. Das Princip 
der virtuellen Geschwmdigkeiten in seiner umgekehrten 
Form schliesst daher die Bedingungen des Gleichge- 
wichts fiir jeden möglichen Fall in sich» und eä müssen 
sich durch dasselbe ohne weitere ZuhüIfeRfibme von 
Sätzen der Statik alle Aufgaben dieser li^ißsensdiaft 
in Rechnung setzen und lösen lassen. 

Johann Bernoulli.seheiat der erste gewesen zu 
seyn, welcher das in Rede stehoide Princip in seiner 
grossen AUgemdiiheit aufguCaast aad seineD Natsen för 
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Act Sttfäk er käfldt hat Wi« Ab«^ da^db<$ iitr LdtMog 
stMlscfalir Aufgaben Irfekfitii attgewtodeC i^Mäeh katiti, 
and wie deb aus ihm äiialytis<Ae ("oflifete ÜMvleiten 
lasMDf ürdcfac) di« Losiiiigeh aflef daar Gbidbgi^Ukbt 
betreffedd^n I^foUHtiie In sidb fassen, die» hat ziieM 
Lagtänge gezeigt. *) S^ Vij^fähren bestehb dem 
W^^sentlioben iiaoh fai FdIgMidem: 

Bei jeder Aufgabe der Statik sidd g^wiflNse Bedio- 
gongen gegeben, delieti di6 Angriffspnnkte der i&äftc 
bi^ ^äbt inögliohen TeMleknfig dei^ K^tpüi^y ätif #e(e|ie 
die Kräfte Hirk^n, anterwöt^eti shid. DlMö BäHtt^ti- 
gen lassen sich immer durch eine gcftriiira AtxtiA Toft 
Gleichungen zwischen den Coordinaten der Angriffs- 
punkte ausdrücken« Man ditferentike diese Gleichungen, 
wenii sie anders faiöht schon ihieer Nätüi^ riädh llifferen- 
tiäigleichungen sind, näd eliminirö dähilt lids dei^ ctäs 
Princip atedrückenden Gleichung 2(jfe/j^-fL f^^Jftft) 
=0 s6 mU Differentiale, als mfigliöh, hnd VdrWMid81e 
auf diede Wfeise dld Gleichung in eftie ääiletd, wüth^ 
bloss iön «idander ttttabhaiigige iKH^efeiilial^ eklfhält. 
Setzt man (illidaiUi, irici g<^htt%, ded Cdldflieiehteti Jedes 
diesbr Differentiale für sidh =^0, id hat mdta dbän da- 
durch die zum Oleioh^äideht» ndtÜigeü ÜOdingungen 
gefbndön; 

f. 181. 

Xlir IMttttterutig ti^eser MMhdd« VeUeii Wfar dattit 
die sehen aus %i Mk bfekanüt^ Bedhtgmigen des ^elöh* 
gewehte ^dif dihto einzigen frei bewe^ehftti K^i^er 
herzuleiten suchen; 

Ausser 'Asm reofatidnUigeli Ck>oi^dhiatolisy^teoie, 


*) tä^rimge Dt^eaUiqQe tailytiqae, Seetion I. 
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habw, jiind iwxkidQiMlUrb deapen di# Kräfi^ und ibi:# 
Angriffivmikt!» dnri;^ ( J(^ y» Z) «to. und (^r, y, Jt^ «to' 

jQi^4)^ aof Qin weitet Oo^inatciiisjstcfii^ dessen ^idi 
Sl^dhMb wiker jreqbte9 WJwMo s^fud^nd^ kxm 
vo^ dei9 K^rpf r fy^ Tfrbnad»!! biq^. RjMcfii4»tilic|i 
dieses zweiten Systems iseyen die Apgriffqp^ppkt^f 
(•«^1» yir»J «tf* ^nf /ein^ <<», Ä, ^) d^r Anfangs- 
punkt ijm jKW((Biten ^fstims in Bcmg auf das. erste 
la^iL ^ ß^i^^^..^^ iri^j» §• Wn die ■ (CiaainjBs dar 

Winkel, ^^Mm^^Amm 4^8 %vs^r^9v9i^m mt 4wep 

des andeni mae^aa^ j^ ^i 

u. %, w. Hierip sM» i^f N^Hi* des festen Körpars 
geiB^» ^,«9^1,^4 9 €ta- imiptapti ^(««egeo aiad a^^^c, 
«9 /% ^«r^r^ iwd vdfii$tijit i^9 ^, X JK» ^ ^ew^mig des 
Körpers «iB|£M«r^bf Mfyf&ffSH mm 4ali?r diese 
4$leidiiuig«a9. 40 »kraimt« ^ 

und somit lassen i^ak dia viitnaHen «€iesabiriadigkröen 
4er AngiMspiMible, noa wt iluper ao^ s^n mögan, 

davdk die '13 HW^andale ^fas ^9 ^9 «fo, •••^' «»*- 
tHniaKeB» 

Es sind aber ^evmSge Aet «Gkiobaagen iA)^ oder 
(J^, aad f€) In 4. ^^. ^an den ^ «Carianssen oy.v/'^ 
aad Mitbia aoah vm itaiP »Oiffiiwm^w» «ujr 4 x<m 
einander unabhängig« Um iKeses zu berüalpickti^ctn 
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I 
und nm zugteieb die deshalb ntftbige Rediautig QiSg- 

liebst zu TereinfMben, wellen Wir die Axen 9m x^^y^^x^ 
mit denen der x^y^ % imfangKeb zusanimenfaUen laseen 
und däber die außinglidbeil Werdie von a^ 6y e, a , a^, 
/fVÄ y,/=0 und von a,/9',y*' = l 'setzen. Differen- 
tiiren wir nun die Oleiobnngen (^ und (C?) upd setzen 
alsdann für a, • . . /' die bemerkten Wertfae » so fin- 
det «leb: 

dß^'+d/^O, dy+da^'^di da'+dß^O, 

>=o, rf/r=o,^ <^=«, 

und es Icommt, wenn wir damit dß^\ dy^ da\ dä^ dfty d/* 
aus (a) eliminiren und mehrerer Symmetrie willen 
fl^^ dfy dr für dy\ doT^ dß sebreiben: 

= ite — y** + «17, 
{b) Idy ^=i db ^ %dp 'J^ a^y 

|<fe == de -^ xdf -{- y€^^ 

wo noch ar, y, x fdr jse^yyiy «1 gesetzt sind, da unter 
der gemachten Annahme aifftiiglicb x^^szot^eidBlt. 
Mit diesen Werthen für dx^ ifyydx'\ArA nnns . 
(e) Xdx-i^Ydy+Zdxz^Xda+Tdd+Zdo 

+ {yZ^xY)dp+(%X--»Z)df+{^Y-^X)dr. 

Bilden wir eine ähnfiche Gleichung fiär jede andere 
Kraft des Systems und sunhniren dann die diese Glei- 
chungen, so kommt, weil nach dem Prracip der virtuellen 
Geschwindigkeiten beim Gleichgewichte J^(JKflf^+**0=O 
ist, und weil da^ db^ dcy 4^9 ^^9 ^ mdhi, von einander 
, und bloss von der wiUkübrliohen Bewejgnng des Kdrpers 
abhängen, mithin für alle Kräfte einerlei Werthe haben: 

i : 2X=% 2F=sO, JSZs^O, 
2(yZ— «r)=0^ S{xX-xZ)^% S{xY^yX)^% 

welcher die gesuchten Beengungen fitap das GMchge- 
wicht find. • '^' 


^ r^ 
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§.182/ 

Zu der beim Gleichgewichte statt findenden Gleidiiiiig 

siBnMhen den Tintnellen Geschwindigkeiten S(J^dx+...) 

=0 gelangten wir in f. 177. dmreh die Betrachtnng^ 

dass die Function S{Xa^+...) beim Gleichgewichte ein 

Bflaximum oder Minimum seyn mfis^e« Da wir nns liiep- 

anf (ff. 178. 179.) von de? Richtigkeit dieser Gleichnng 

noch auf andere Weise überzeugt haben, ^ so kennen 

mrir aus i|ur nach der Theorie der Grösstea und Elein- 

9ttn jetzt umgekehrt schliessen , dass die Function 

JS{Xa^+,.») beim Gleichgewichte ihren grSssten oder 

kleinsten Werth erreicht, and zwar erstem, wenn das 

zweite Differential 2{Xä^a; + ...) negativ, letzteren, 

iwenn es positiv ist. Es giebt aber cKe Differentiation 

der Gleichung (c): 

Xrf«;p + ... = A:dr^a+... + (yZ — xt)tPp + ... 

+ \zd]f^Ydx)^ ^... 

Setzen wir hierin (iir i£r, dy^ d% ihre Werihe aus 
{b)y Summiren dann, erwägen, dass beim Gleichgewichte 
2X, etc. und S{yZ — xY) etc. null sind, und gebraut 
eben endlich die in f. 127. für SyZ=s2xTy etc. und 
für 2(yY + xZ)y etc. eingeführten Bezeichnungen 
jP, €fy jffvakäfy gy hy so ergiebt sich: " 

{d) 2{Xd^x + ...) =— /fljsi» --gdg'' —hdr^ 

J^^Fdgdr + iGdrd^ + iHdpdf. 

Nun ist nach den Gleichungen {6) für alle Punkte 
der durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden 
Geraden, welcher die Gleidiungen 

' ^ dg dr 

zukommen, und welche wb / nennen wollen, ds^s^da^ 
dy zsz dbj dx =i de. Alle Funkle dieser Geraden / be^ 


--».— ---jfc. 
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wegen sieb daher bei der Tenfieknng dto Korpers um 
gMefae TheHe naeh pandleien Rkditamgen fort, so 
daesi wemi man den gansen Körper aa dieser pandlelen 
Bew^gaag der / tiMünehiaeii l&set, er dana mif noch 
«■I ritkeik gewieeeD Winkel nai / gedreht werden mass, 
am aus seiner anfäiigKchen in die neoe dnroh dmj M^ 4c, 
djfßf df^ dr bestimaite Lage sa geiangea« TergL f% 130. 
Setzen war nan 

und ds* = 4^* + rfSjr« + rfr«, also q>^ +x^+V^^=^ *» 

so sind 9 den Gleiobnngen ßu l zufolge ^ v^XjV^ ^^ 
Cosinus der Winkel der Drebungsaxe / mit den Axen 
der x^y,Xy haben also dieselbe Bedeutung^ wie oben 
(§. 128.)9 und es ist vermöge der Gleiohung {d)y aadi* 
dem wir darin für dp^ df^ dr ihre jetzigen Werthe sab- 
stituirt haben, die Summe 2(£r-i-...) rin MaiimmD 
oder ein Minimum > Jenaohdem die Fnuotion 

positiv oder negativ ist; — übereinstimniend mit den 
bereits im Torigen erhaltenen Resultaten, dass^je nach- 
dem diese Function einen positiven oder negativen 
Werth hat^ das Gleichgewicht sidier oder nnsidier is^ 
und dass beim sichern Gleichgewichte £e Summe 
JI?(J[>4*«*») ^u^ Grösstee, beim unsichem ein Klein- 
stiqs ist 

i- 1831 

Znsätze. a. Whri der Körper nur gedreht, and 
dieses um die durch den Anfangspunkt O der Coordi- 
naten gehende Aze /, nicht aber augleich parallel mit 
sieh forfgeröekt, so sind db, d», de^% and die Gki- 
itengen (i) wmden 
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(4*) 4x^fi»%4f^3fdrjdy^jßdr'^ndp^dii^:=^ydp^xdf. 

Addirt man die Quadrate deraelbeD^ naohdem man 
in ihnen 9<&, ,.. für o^, ••• gesetzt hat, so ergiebt sich : 

_^2^2_(^^^osr''/)* 
=(rA8UirV)% 

wenn map noch die von O bb zum Punkte (x^ y, ic) 
gefiilirte Gerade r nennt Es ist aber r sin rl das 
von (;r, y, ^ auf die duroh O gehende Axe / gefalUie 
Perpendikel, und '^{dx'^'\'dy'^^d%'^') der von {x%y\^i^ 
bei der Drehung beschriebene Weg. Qa^ jiun dieser 
Weg der Natur der Sache nach auf jeneui Per|l»en4ik^ 
und dei^Drehungsaxe normal ist^ seist di^^fs^i {ßx'^ -^^^^x 
rsmr''I=^ dem unendUch . kleinen Winkel A^lbst^. um 
welchen der EJorper gedreht worden, 

f. l^&Ilt die Axe der Prebung mit^ der 4^(b der jp 
zusammen 9 so werdet^ , igpes 1, Xr=T% P=^Op folglich 
dp^^dsz=^ dem Drehung^nkjel, und dy^ dr^^^i Wenn 
daher der Körper um i\^& Axe der .x ofu eiiien Winkel 
^sidp gedreht wird, so sind nach (i^) die naoh den 
Coordinatenaxen geschätzten V^eirriiokung^.de^ Punktes 

(*>y»»)^ .;: ., ■.:;■;•■ 

I 

Auf gietche Weisen fliiden weh diese Verrfiokmigeii 
bei eMer DvelMilg «m^ diat^ikxe der y om eiii^i Win- 
kel ^aätdft • ' •'» " " 

und eben ap bei emer Drehung um die A^e der % um 
emen Winkel. p=(wr: h , r i • 

Wird* fbl(#ih .der Kttrissr Badi did. uüeh nur die 


« • 
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Axen der x^ y, « resp. vm ilie Winkd t^^ df^ dr ge- 
dreht^ 80 sind nach den Prinoipieii der IHffweiiäal- 
rechnnng die dadardi bewirkten Verräckiingen des 
PQnkte8(;r,y3(X)die,Siiminen der eben gefundenen, d.L 

dxzssLxdq — ydr^ dyz=sxdr — x«^, eto., "*" 
also dieselben, wie in (^*), d. b. die drei Dreirangen 
dpy dfj dr nm die Axen der Xy y, % sind gleichwirkend 
mit einer einzigen Drehung ds:=:^[dp^ +dq* -{^dr^) 
um eine dnroh O gehende Axe /, welche mit jenen 
Axen Winkel macht, deren Cosinus sich wie ü^, ify, dr 
veihalten. 

Unendlich Ideine Drehungen um drei sich unter 
rechten Winkeln in einem Punkte schneidende Axen 
lassen sich daher ganz auf dieselbe Weise, wie Kräfte, 
zu einer einzigen Drehung zusammrasetzen, indem mm 
nämlich den Axen und Winkeln der Drehungen die 
Richtungen und fiitensitäten der Kräfte entsprechen lässt 

e. Diese merkwürdige Analogie zwischen Drehan- 
gen und Kräften dehnt sich aber noch viel mreiter aus. 
Denn so wie Kräfte, deren Richtungen in eine und die- 
selbe Gerade fallen, gleiche Wirkung mit einer wm- 
gen nach derselben Geraden gerichteten Kraft haben, 
weldie der algebraischen Summe der Euräfte gleich is<^ 
oder sich das Gleichgewicht halten, wenn Ihre Summe 
wU ist^ so sind auch DrebongvA um eine und dieselbe 
Axe gleidiwirkeBd mit dner. ihrer Swime igleichai 
Drehung um die nändiehe Axe, oder sie lassen 
den Körper ' nnverrück^t, wew ibr^ Summe null ist 
Da nun mit Hülfe des rechtwinkligen Par^elepipedums 
der Kräfte und des Satzes Von Kräften^ deren Rieh- 
tungen iu dieselbe Gerade ftdlen^ sieb alle SSusanunen- 
selsungen und Zerlegluigen Ton Kräften, dfo aufweinen 
imd dtnielbea Pniikt.gem|itet. srnd^; Msffihren lassen, 
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ond da dnroh passende Verbindung dteser OperatiMM 
jedes System von BIräften überhaupt, wenn es nidit i»i 
Gleiobgewiofate kt, auf die geringste Anzahl Von Kräften 
redneirt vmrden Icann, so müssen sieh auf dieselbe 
^iVeise, wie Kräfte, auch lOrehun^en um beliebig ge- 
richtete Axen auf eine oder hoehstens zwei Drehungen 
reduchren lassen und unter denselben Bedingungen kefaie 
Verrnekung hervorbringen, unter welchen Kräfte mit 
irinander im Gleichgewichte sind, d. h. 

ühendUeA kleine Drehungen heben sieh eteie 
g^gen einander mtf^ wenn ihnen fMroportianale und 
nach ihren Axen gerichtete Kräfte sieh das CUeieh- 
gewicht hfdien^ und umgekehrt. 

d. Die gegenstttige Beziehung zwischen Kräften 
und rein geometrischen Drehungen offenbart sieh noch 
auf irfne sehr bemerkenswerthe Art bei Paaren von 
Kräften und Drelmngen. " Ein Kräfkepaar strebt d« 
Körper, auf den' es wirkt, um eke auf der ^ene der 
Strafte ' normale AgECtialttdhrehen,' und^Ke GrSsieM) dieees 
'SbfCbens wird dUFili das Moment -des' Paares y d^ li. 
durch das Product ans der eineii^/ Kraft in ihre 'Ent- 
fernung von der Siidern, gemessen^' da Paare* jtf' einer 
Ebene von gleichen Momenten «ueh gll»che Wirirangeli 
liabM. Dagegen wird der Körper durch zwei einander 
gleiche und entgegengesetzte Arehungen um zwtt^ ptffrw 
allele Axen panAd ntft einelr NeMiaffini« auf der Ebene 
<Mhr (Axen fortgerOckt, -und dieses, um» i^e Grösie j die^ 
dem Product 'Ms- dem DrdbungsuMcel in den gegeb^ 
eelt%ra Abstand ^dei* beldeii Äxte' gleieii ist Es Itäfoeb- 
IM hieraus voin telbiif «An^ dai^sdis Axenpaat* det Dre^ 
hun^eii'^ben 80,'wie daaKräll^^aafVsolmevAeMievttng 
«<äaep > 1¥irkung b^^blg -in mvMt' EleiMS und in Jedibi* / 
damk parallelen Bbrae verlegt wMen kann, und dass 


Kr«ft r«du€ir«B Jftvftj awb ein Paw ron OircfcapgM 
nit mot* eiongeD Dr^nne; gleit^e Wirkwus Imt. 

«, Dw Honmt «iii«r Kr»fl: wBfzv« «#f eweAx« 
de» K«rper» Juiiq als 4i«ti^pwi dwStr^ewi liwMNib- 

Ak«, &Ub disH nnbflwvgliioli gsiQwifait »Ird« m dmkM 
fWbt Dmia, wie soIwd aua dem Frübvreo leifffat si^ 
hellet und apäterlöp be9M4ers bemssra wevdmi wm^alwl 
«a «inev KöriMr, d«r eine lubevegliotie Ax» hat, zwei 
S^fifte ^eiebwiriu^iid, veaa jüe » Bewg «nf di« Au 
4iii«4fF gleich« 9l<N»e<te habw. ;^«lg0 d«r «bM 
betnerktea ReciprocutSt sneohM diwhfwdAr .und •fiNt- 
nii^EMder fiemaemti «trd dab* mg*k«brt .Wurafa 
«m UHwdliob klaiae DneboBg dee J&ärptaifk m 
«We ;A«e «ia glekifaf<^a9ie«i M»tinktken .^aatl^a '» 
BoBog wif «we .afriwre Glerade «nta^ w»iid«m iW( 
^ GrSaM idieBH F«Ktruakeo8 wird Auf gwi lUiolMbe 
A^f wie Am MoaiMt eiiuw Kit&, vitu 4mt I<Ag* d«t 
Qeiwde« «egfo die l^ndwagHse .oHd t«m dw ^eöwe 
dw DvebiiBg i^blPsw MyRt 

, In <d«i Tkat fo]gt-4iM «uob wwittelbv #iw if)49i^ 
d«r <G)Mofau«t» ifi%;fimmm -H a- U, dx^ «dw ^ 
«wib der Ax-e dw . « gti^tU^ VMvwokwg ^es Pjiwlito 

jedW'PlUildiider äie Ebene der .r, y iin Puokte (<f»Ji^ 
Hfflrm«! teeffeuiieu GerAden riickt iäugs deräelbeQ -AV 
gl^obcifd iCort; weuu der Körper um die A^e / pnt«' 
4pndHbt:'lrird> Die Fortrü(;ku»g solbKt.Rber ^tk " 
lurio^ luidrffy ibre Wortbe aus vor. f. .nl)ii 
4iMh «?t^ji:?t'— Ä^z) <^'s «öd auf gleiobe Weia«"- 
<^4&^ itt (Bezug auf dieael^ 
iMBSr fi^Mt ^1 welche i 
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durch den Aiifaog8|piiiikt O g^bt nnd mit den Axto d«r 
x^ jr, % Winkel macht, deren Cosinus zsxq^^XyV^ *H>d, 
==(y? — «^/)^« Di(^ lange eiufsr Geraden geschätzte 
Fortrückung ihrer Punkte 9, wenn der K5rper um einen 
unendlich kleinen Winkel gedreht wird, ist daher nichts 
anderes, als das auf diese Gerade bezogene Moment 
der Drehung, also das Produet aus der Drehung in 
den kürzesten Abstand ihrer Axe Ton der Geraden und in 
den Sinus des Winkels, den beide Linien nih einander 
mächen (§. 59. Zus.). 

Eme weiter^ Ans^hrttng dieses Gegenstandes ge- 
st&tf M ddir Iftttum nichts und ich bemeri^ nnr neeh, dass 
ztt Felge des fetat BrSrterten Attei^ wm bis 21011 finde 
de§ sechsten Kapitels von Krftftett imd den MomentM 
derätibim gelehrt worden kt, audi voUkonmieDe An« 
wetidung auf ttnendKch kleine Drehungen imd deren 
Momente erlMdet« 


Das Princip der kleinsten Quadrate« 

Ausser der FmiMfon 2{Xar + ...)^ üe beikn Gleieh« 
gewichte ebtt Haltkntim oder wbä AfiHlitiwn nivd, giebt es 
noch eine andere Function, welche dieselbe £^eas$hail 
besitz, und M sWh ebeilfiiHe mem der Gleiehmig zwi- 
flChei^ den virtüdlen GesehwhiAgkeiteB ditfA Integlni^ 
Hon hwleüen iftMrt. Kä dem Ende wcHen irtr uns jede 
Kraft^ wie Im FrMtereii^ ihrer RicfaluBg Md Ortiese 
nadi dBHrti eine reu Ihrem AngrMftipmikte «Mgeiiende 
geirade Linie busgedriickt voritdlen« Fik Um Knft 
{Xy F, SS) ist daher {it^ jr, %) der Anfirngsponkt dieser 
Linie) der Endpwikt sey (S9 % 9> eiee $«^1», fj — y^ <<^« 
propeffica»! n^ J^ F, JS» Narii dem Princ^ der 
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TifftMlieD Gesokwindigkeiton rnnss daher beim Gleioh- 
gewichte seyn: 

Von der linken Sdie dieser Gleidiung ist aber, 
sobald vir die Coordinaten S, f^y C der Endponkte der 
Kräfte oonstant nehmen nnd die Gteichnng noeh mit 
— 2 moltiplioiren^ das Integral: 

S[{$-xY +(,-y)« +(C~»)»1 = Jf. 

Dieser Aasdmok rnnss daher beim Gleioligeiricfate 
gleichfalls ein Maximum oder Minimum s^yn. 

Sind demnach auf einen freiiewegUehen Kiffer 
wirkende Kroße im Gleichgewicktey und werden ne 
ihrer lUehiung und Inienntät nach durch gerade 
van ihren Af^rijffipunkten A^ A\ ••• aue gessegene 
Linien AF^ AF^ •,*. dargestellty so ietj wenn nu» 
bei Verruekung des Korpers die Punkte. FyF'j*.* 
Stnbeweglich anninunty die Summe der Quadrate 
AF* -^ufF"^ +... Sei der Lage desKörpers im Gldehr 
gewichte ein Maximum oder Minimum. 

Da das Prinoip der ^rtuellen GeschwindigkeiteD 
nach §• 179. umgekehrt werden kann, so muss dieses 
aodi mit dem wranstehimden SatM geschehen können, 
«id WUT erhalten damit folgenilen» . . ; 

Hat ffum ein bewegUthes System in umferänder^ 
liehen E$s(femm^en von einander fiegender IhmJkte 
Ay Ay . . • und ein unöew^liehes System von eben so 
vielen Funkten Fy F'y ..., und bringt man dets erstere 
System gegen das letxtere in eine solche LägCy den 
die Ssmme der Quadrate AF} +A'F^ + ... rucksicit' 
Ueh je xweier einander entgegengesetxten Verruckw^ 
gen. ein Maximum oder ein Minimum isty so halten 
siehindieserL0ge.inAyJ!y....napJk ^hnJ/Uchtungeo 
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AFyJtFj.: angeiraeAt0umiden$el6enJUn$0nAP^... 
ihrer Intemüät nacA proportionale JSrqfie da$ 
Oleiekgewwht* 

f 185. 

Ob bei einem gegebenen Systeme im Gleicbgewichte 
befindlicher Kräfte , nachdem diese durch Linien aus- 
gedrückt woffiien sind, die* Summe M der Quadrate 
dieser Linien in Bezug auf eine gegebene Yerrfickung 
ein Maximum oder Minimum sej, ist aus dem zweiten 
Differentiale vbniKf zu beurtheilen. Dieses findet sich: 

nachdem zuletzt für t — «^9 • • • wieder X^... gesetzt 
worden. 

Es folgt hieraus zunächst 9 dass wenn der KSi^er^. 
auf welchen die Kräfte wirken, nicht gedreht, sondern 
nur parallel mit sich verrückt wird, die Summe M stets ^ 
ein Minimum ist. Denn weg^n der Beständigkeit der 
Ton einander unabhängigen Diffwentiale da^ dAydOj de 
werden, wenn der Drehungswinkel dssssO gesetzt wird, 
auch </^ar, d^y^ d^Xy d^x\ . . . =sO, folglich d^M^s^ 
22{da;^ 4» . . .) =ss einer positiven Grösse, folglich u. s, w. 

Eben so ist M rücksichtlich jeder Bewegung des 
Kölners ein Minimum , weim das Gleichgewicht Sichei^ 
heit hat. Denn in diesän Falle ist 2{Xd^a:+ ..») ne- 
gativ (§. 182. zu Ende) und daher d^JU positiv. 

Ist dagegen das Gleichgewicht unsicher, so kann 
nach Beschaffenheit der übrigen Umstände d^M bald 
positiv, bald negativ, und daher die Snmiiie M bald 
ein Grösstes, bald ein Kleiostes seyn. 

Immer aber können die die Kräfte vorstellenden 
Linien so klein genommen werden, dass auch bei jedem 
unsichem Gleichgewichte die Summe ihrer Quadrate 
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stete ^11 KleiiMtes iit. Dean läset mao XyY^Z^ X\ \ . . 
«nendlkdi klein eeyn, so wird das Glied ^(Xd^x-^...) 
von der dritten Ordnung und versehwindet damit gegen 
das Glied 2^(€£r^ + ...)^ welches von der zweiten Ord- 
linng und immer 'positiv ist. 

Wird demnach zu dem beweglichen Systeme der 
Angriffspunkte Ay A\... mehrerer neh dm Gleich- 
gewicht haltender Kräfte ein zweites System von eben 
so viel den erstem resp. unendlich nahe liegenden 
unbeweglichen Punkten F, /^,.,. hinzugefügt ^ so 
dass die Entfernungen AF^ AF^... der letztem 
Bunkte von den ihnen entsprechenden Angriffspunkten 
ihrer Biehkmg und Grösse nach die JSräj^e sms^ 
drücken y so wird die Summe der Quadrate dieser 
Entfernungen bei Jeder Verrückung des Systems der 
Asigriffspunkte aus d$r Lage dee Gleichgewichts 
stau grdseer werden. 

^ Diese Bigensehafk: des Gleidigewiobts ist es^ welche 
Ml fai der Uebersehrift dieses Abschnitts das Prineip 
der kleittilm Quadr^e genannt hdiie. Es ist «eses 
Prineip zaerst ven Gauss angestellt worden, und zwar 
de ein speeiellerTall eines weit allgemeineren von ihm 
entdeoktn Prineips, auf welches die ganze Mechanik 
gegrflndet werdM kann.*) 


f. 186. 

Zorn Sdilusse wollen wir noch imtersuchM, um 
wie Tiel die Summe 4er «lendlioh klemm Quadrate 
wächst, wenn der Korper von der Lage des Ole^ge« 
wiebte um «in iinendlieh Weniges entfernt wird. 


*) Cr«lle> loqniia Vf, Bmm|» «. 232* 


Von den Maxiniis und MBnlmis beim Gleiehgewiebte. j^J' 

Seyen JM^ Jx^ äf^ Jx die IscrMiefite, wddbe 
JUy x^yy % bei irgend einer Verriickung deü - K^rf^ers 
erhalten, so ist (§. 484.): 

JSi= — 22 i(i—x) Jx + {n—y) ^y + (C— «)^«I 

Werden nun die Incremente Jxy Jy^ Ji% unend* 
lioh klein genommen, so wird 2{Jx'^ +•••) ^i^ unendk 
lioh tLleines der zweiten Ordnung, und wegen des yor 
derVerrückung angenommenen Gleichgewichts, ^[(g— ;r} 
^^+ ••.] = J^(JL^;r-|-.,,)c=0, d« h. =xr einem unend- 
lich Kleinen von einer höhern Ordnung, als der ersten, 
so lange X^ F, Z endliche Grössen sind. Lässt n»an 
folglich auch X, F, <Z,.,. unendlich klein sejn, so 
wird J^(JD/^4-...) von einer höhern Ordnung, als der 
zweiten, und verschwindet damit gegen. J^(^^^ 4'««*)» 
und die vorige Gldchitag reducirt sich auf: 

Bezeichnen d^her A^ A'^.** die Oerter der Att; 
griffspunkte beim Gieichgewiohte und B^ B^^ ..k^im 
Oerter derselben nach einer uikendfich klekien ¥ei^ 
rü«kimg, so. bat man 

S{BF^)^2{AF^);:f^J^{AB^)y 
d. h* die Summe der Qßsmdrate der EHtfermsngen 
der Jhmkte dee bewegliehen Systeme von den eni^ 
epreekenden untewegliehen Punkten feäokst Sei einer 
unendUhh kleinen Ferrüekung des bewegliehen S^ 
eteme um die Summ» der Quadrate der veh den 
Punkten dieses Systems beschriebenen Wege^ 

§.187. 

Zusätze, a. Wirken alle Kräfte auf einen einriß 
gen Punkt A^ fallen also ^', A-%... mit A^ undda^ 

23 


/ 


J 


.*. 


k 


r 


K. 


c 
^^9 


IE 


jr^.4. 


"v^ 


/rr^. Taf r 


f^7- 


9 






>nJ" 


_.^. 



-.^ 





J^i^a^, 


/'^.i^. 




^S^^.a^. 





^1 


% . 





Stanford UnMrUty Ubrartw 

liiiliiiiii 

3 6105 030 440 825 


mü ua 



STANFORD UNIVERSITY LIBRARIES 
STANFORD, CALIFORNIA 94305-6004 








» 


\\ 


